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Предиелове. 


Въ виду продолжажщагося и даже, за послёднее время, нфеколько 
оживившагося опроса на мой «Куреъь Дифференшальнаго и ИМйтегральна- 
го Исчислен , съ примбрами дия упражненй» рёшившяеь выпустить его 
вторымь изланемъ, я думать было сперва расширить ого программу 
введешемъ ибноторыхь новыхъ статей, необходимыхь отудентамъ упивер- 
оптетовъ; но, такъ какъ такая фундаментальная передбака курса замед- 
лила бы его появлеше *), а кромф того очеяь полный куреь предета- 
вляль бы затрудневя въ пользорани имъ тфмь изъ студентовъ, кото- 
рымъ необходимо поскорфе освоиться сь основашями Дифференщальнаго 
и Интегральнаго Истислен, чтобы затБмъ перейти къ другимъ спец! 
альныхь паувамъ, то я рётшилоя огравичиться лить редакцюнными 
исправлении, оставивъь воё, что миф хотфлось прибавить въ моему 
«Куру», для второго тома, залуманнаго мною по прамбру извфетнаео 
«Сотрепатаа 4ег Вбнегеп Апа]узз» беби ера. Это предотавляеть еще 
ту носомнфивую выгоду, что пря неспфишой работЪ надъ прибавлешями 
можио достигнуть лучшей ихъ обработкп, а для читателя также и ту, 
что опъ можеть и не пруобрьтать 2-го тома, если дяя него досталочно 
свфЯЪНЫЙ, которым содержатея вт перпомъ, 

И въ этомъ второмъ изланйь, какъ и въ первомъ, я не касаюсь непре- 
рывпыхъ фунищй, ненхбющихь производныхь, находя болфе умворнымъ 
товорить о нихь въ слсщальномъ курсов по Теоми функый, ябо въ обла- 
сти Дяфферентальнаго Исчисленйт относятся лишь диффереппируемыя 
функщи, воторыя къ тому же пока только и имБють значеше въ прило- 
женяхь; а потому исзачфмь и емущать пачинающихь иными функшями 
и отнимать г нихъ время на изучене того, что большинству изъ няхь 
не понадобитея. Поетепенность необходима и въ выешемъ преподавани. 


М. Тиломандрицкй. 
Харьковъ 
30-го Марта 1889 года. 


*) Ради уокорева выхода книги, чьоть воого числа экаохихяронь бызь разд 
лена ив дво выпуска. 
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125. Случай фувкщи » независимыхь первифиныхь ..... бука: 16 

126, Отноентезьныя тахйоа и нии — первый способъ ....---.-- 127 

127, Првыфръ. {еее ь еек - . 198 

128. Способъ Лагравжа для оврезёаощи относнтезьныхь шахина п пить. 129 

129. Примёры ва предыдущую теоршо ‚еее еее 130 

Принёры для упрежненй....... еее ианея 182 


Глава Х. Приложеня диффереюиальнаео мечисленй кз зволетуи 
на плоскости, Касательмая, нормаль и ‘проч. 


180. Ураввев}е обнущей въ кривой, заданной уравиешень въ прямоутоль- 
ной системЪ коордивать ее еее ние 134 

131. Опредфаен:е касательной; выводъ ея уравнея!я вт прямоугольной сис- 
лемв координалу. Принфры. Касотельная въ эллипоу м иарябоа$. . — 

132, Преобразоване травнеша касалельшой къ алгебрыичеекой кривой, 


Примёръ: общее уравневе кривыхъ второго порядка... ....- ‚187 
383. Проведеще касательной чрезъ внбанюю точку „сене — 
334, Проведене ея параллельцо данвой прямой ее еее 188 
135. Уравнене нормали. Прим8ръ....... . декана не 139 
186. Синуеь и койннуеъ угле касательной е% осью “абациоея ог... 40 
187. Сивусь и косинус угла норнали съ осью абециесь. ВаЪшияя нормаль 

сомкаутой кривой. „ее уе м1 


188. Подкасательная и подвормаль; длина касательной и длина нормали . . 143 
139. Принфры. Постровше касательной къ эзлиису и нормали къ параболь. 


Логарномика ..-...- тие тени 44 
140, Утозь касательной сь радусомь-векторомь въ поларпой систен 
воординать...... иене т еее 146 


141. Примфры: 1) Архинедова еширазь; 2) логариеническая спираль; 3} гипер- 
болическая спираль; 4) эллинет. Свойство нормали къ вену по отво- 
шенно въ рахусвит-некторамь, проведенныхь въ ту же точку изъ 
обоихь фовубовь еее лье + 248 

142. Подкасательная, подиормазь, длина каезтельной и нормали въ поляр- 


вой систем коорлинать .....- чение 151 
148. Прямфры- ‚уе ь воет ке ни ...- 
Прижуры для упраинемя ....... уе 188 


Глава ХТ. Выпуклость и воснутость кривыть, точки перегиба, Диф- 
ференаль дуги, 


44. Признаии выпуклости и вогнутости кривыхь по отвошеню къ оен 
эбощиесь . ен... . 
145. Прнявры (ее. 


ХЕ 
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146. Точки перегиба. Прииёрь . „ео. И 
147. Продзожевю относительно зомавной внутренней и домазной` вовшней. 
Переходь хомапной въ кривую... ., инь 156 
148, Оравнене хорды ет. сучною касательныхь въ крайнихь точкахь дуги, 
оть этихь точекъ до точки ихь ветрёчн. о. .. 57 
149. Предфзь отвошевы безковечно-иааой дум къ ен хордь. Порядокь 
Тазноети ИеЖЕУ НИИН. еее еее 158 
160. Производная дугн.но абсциеев м диффореьидиль я дут (вЪ прямоуголь- 
ной сиетемв коорханаль) ....... . нее .. 159 
151. Примфры: диффоренщаль хуя параболы я зааней о... 160 
152. Диффереящаль дуги въ полярной систем координать. (....... — 
153. Примёры ‚еек еле а 168 


Глава ХИ, 0 раде» кривизны. 


154—155. Мёра кривязны круга... ...- зевая 183 
156. Мфра кривизны вообще. Угозъ смежноети въ данной точк® ланной 

кривой... ... еее нина еее 164 
151—158. Формула для рауса кривизвы лъ прямоугольной систем ко- 

ординать уе ИАА , . 165 
159, Друпа формулы дая того же.  Принёрь раддусъ кривизвы ашиа его 

построеше уе ь еее анкет 166 
180. Выражеве радуса кривизны въ позярвой системф координать ... 167 
161. Прэмвневе къ элдниеу. с... .. 


362. Другое ностроеше ралуса кривизны 
168. Предложене относительно проекрйи длины ворийли на, радуусъ-некторь. 


Упрощенге ва освоваыи этого предыдущего построен:я....... — 
184. Координаты центра кривизны. „у.е. еее ть 98 
Глава ХИ. 06% зволютаь. 

185. Эвозюта и эвольвента. Принфръ; эволюта: Эалииев. (......... 173 
166. Касатольная къ эвозниь есть вормазь къ эвольвеять, о... 174 

167. Эволюта, есть геометрическое мото нересфченй каждых двухъ смеж- 
ныхл, пормалей кривой... утаить 175 
168. Обь обертывающихь кривыхь „т... - нение 176 
169. Примфрь. (еее уе тия М 
170. Эволюта есть обертка пормалй ...... ия 178 
171. Дифференщахь дуги Эволюты . „еее еее _ 
172. Слёдстве отсюда. Черчене кривой при помощи ея эводюты......- 179 
Примёры для упражной .......- аа сн 180 

Гдава ХТУ. О виклоидт. 

178. Происхождене циклонхы; ея ураниешя. ........ ОО: 
174. Касательная и норналь..... еее иене ‚182 
175. Поднормазь, хлива нормаля  икаопды, уе таня (4.188 
176. Ращуеь кривизны диклоиды еее еее 284 
197. Координаты центра кривизиы циклошы. .-...-.. уеетне _ 
. 185. 


178, Эводюта циклюяхы о - еее акне 
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Глава ЖУ. Приложене дифференщильнаго чсиисленёв кз звомепцйи 
эпрезь мэлзьронй, Касательная прямая; дифференцииль дузи; 
нормальная плоскость. 


179. Ваезлельная прямая; ел уравнешя...... еее се 186 
180. Принёръ: винтовая зим .... ОН 18 
181. Другая фориа уравневй заовтельной. Принёрь: шиия пересёченя 
залипоонда съ концентричесвою сферою . еее, 188 
182. Коскнусы утловъ касательной съ осяин воорхиватъ. Приуфрь: винтовая 
див Я, сене чета кей 189 
188. Лемна на счеть косой зоманной нии ......-. чеке _ 


184. Прехвль отношенйя безконечно-малой дуга косой кривой к ва хорё . 

185. Диффереящалу дуги косой кривой въ прямоугольной систем а, 
Примзрь: вивтовая анна, еее ть узла + 192 

186. Нормальная плоскость; ея уравнене. (еее .. . 198 


Глава ЖУТ. Плоскость кривизны; раббусы крионаны м круче. 


187. Плосвость кривизны. Ея уравнове. Приыёрь....... и: 198 
188. Она есть предфльное положен{е илоекоети, проведенной чрезъ три 
зосяъдовательные точки кривой. Почему ей даво пазваше соирика- 


сающейся плоскости еее еее ни 195 
189. Коснвусы угловъ съ осями координать периендикулнра къ этой изоевостр 197 
190. Главная пормаль и бинормаль „еее иене 
191. Утодь смежности. Сферическая указалельвица. .... еее _ 
192, Мёра, кривизны. Радтусъ кривизны; первое и второе выражещше его 

чрез даффоренщалы координать точки кривой... о. . 18 


193. Коснвусы условъ бипормали и тоавиой нориали съ оеями киор- 

диам. еек к 199 
194. Утоль кручеыя; нЪра закручиваня; ралтусъ кручешя. .... 0... 200 
195. Выражене его чрезъ дифференазы координаль сене 5 201 


Фрямеры для уприжнешй еее, . . 08 
Тлава ЖУП. О поверзномиязь. 


196. Касательная плоскость къ данной поверхности; ея уравнене..... 208 
197. Бориздь къ новерхноети; ея уравненя...... . 
198, Радусь кривизны плоскато сёчешя поверхвости .. 
199. Радусъ кривизны нормальнаго обчешя поверхноети, Теорема Мелье, . 206 
260, Главныя сфчеши, Точки закруглеа ((.....- еее + — 
201. Форнуза Эйлера... ...- ен 207 
202. Розыскаша нанбозьшей и ваиченьшей кривизвы иоверхносто при лав- 
ныхъ координалныхт осяхъ. Уравнеше, дающее наибольнй и вад- 


веньшй радуусы кривизны ...... еее 208 
208. Уравнене, опредфляющее направлешя главныхь съченй, Ови взаимио- 

первевхикулярны. (еее уе: 209 
204. Розыскаше точек закругленя. „еее еь я 210 
205. Приифры: эзаНиСОИДЬ ‚еее еее х эт 


208. Однопозый гияерболенхь „еее ити: 212 


хШ 


. Точки закругленя эхлинеона ..,.......- еее нь + 318 
. Ливуи крявизюм. Ихъ дифференщальное ураввее .......... — 
. Свойство лянёй кривизны по отношению вт вориваяиъ коверхности . . 214 


Глава ХУ. Интегральное исчнслеше. Воедоние. 


210. Преднеть интегральнаго исчисзеня. Геометрическое доказательетво су- 
ществован:я первообразвой (ивтеграла} хавной фувици. .... ‚915 

211. Апалитачеевое хокаяательство того же. „еее нь» ат 

212. Сравнен!е обоихь хоказалельствь. еее нььь 219 


. Обозначене первообравной дьнпой фупищи. Опрехблевный ‘интегразт, 


исчезающуй и неопрехзаенный интегралы. Ихъ обозначеня ‚.,. — 


214. Получеве исчезающаго в опредфленнаго категрала изъ неопред»- 
деннато, еее уе ььье +980 
215. Пронзвольная постоянная... ........ березки 1 
216. Знаян 4 и Г оданъ посл другого взанино уничтожаются. .....- — 
Глава ХХ. Обийя предложеня. Методы интегрированмя. Интегралы 
простыни функцей. 
217. Преддожеше ва счеть постоянваго иножителя и алгебраической сумиы 
функщий. Примбры („еее + . 802 
218. Интегрировалце простёйшихь функ... еее нне + 228 
219. Интогрировалие по частям, Приифры. Примчане с... 226 
220. Методъ подстановыи. Приифры......- еее 227 
221, Комбизащя обонхь сноеобовъ нитегрировашя. .... ее 329 
202. Ивтеграль цфлой алгебраической функщи .......- иене 282 
Принёры Дия упразжненй ..... хрень + По 
Глава ХХ. Интерироваще дробньгь разиональныхь функийв. 
223. Исилючеше цьшой функщи изъ неправильной дроби. 3.2... - . . 884 
294. Отдёзеве оть дачной праведьной дроби части, отвфчающей проетому 
динейному мвожителю зваменалеля. Прижёръ . ....... . 285 
225. Раззожене хроби на частвыя въ случа, когда всё множители знамена- 
тьши проетые еее . еее нение + 236 
226. Форма разложена дробн на частныя въ ; случа зн-краткаго мвожятеля 
ЗНаМенаТелЯ. , еее еее нете ‚287 
227. Споеобъ послфдовательнаго опредфденя коэффищевтовъ предылущаго 
Хазложеня енто ... 288 
228, Способ опредфшеня ихъ ири помощи хефференцированя ....... 240 
229. Способъ опредфлешя ихъ при помощи дфлешя ........- . 24 
330. Раззожене дроби на частныя, отвфчающех вефыъ лннейныиъ ипожите- 
ламь знаменателя, еее ть еее ет. р 
231. Методь веопредфленныхь коэффищевтовь....... лень 5 248 
280. Отдьзене отъ дроби части, отвфчающей парз зростыхъ сопряженныхь 
множителей знаменателя. Форна разоженя......- иене 244 
288. Опредфлене коэффищентовь. Примёрь еее +945 


284. 


Форма, раздонешя въ саучаВ т-вратной пары сопражеввыхь иножнте- 
зей въ знаменатев....... уе те ние инея 


хи 
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285. Опрежьлеше коеффищевтовь части разложены, отечающихь такой 
‘текралной нар сопряженныхь мпожителей знамеватоля. ..... эт 
236. Общ видъ окончательваго раздоженя ращональной хроби па чаотныя. 
`Мотодъ неопредфленныхь воэффищеятовъ. Примёрь..... . 248 
281. Четыре типа, дробей, истрбчающихся при разаожени данной ‘пробы | на 
простёйшн дроби. Иптегрироваше первыхъ трех, тиновь .... . 249 


288. Ннтегрирован!е дробей четвертато типа... еее ‚ 251 
289—240, Примёры еее еее еее тькь 258 
241. Большой принёръ ........ ееееееаь уьетиь - 85 

Пранфры для упрезененй еее. ... 28 


Глава ЖХГ. Иннешюрованйе радикальныеь функц, 


242. Ивтегрироваве рьшюнальной фующи оть дробвыхь степевей +. 


Прим рь еее еек ные + . . 268 

раз, Интегрироваше ращовальюй фупаще оть хробныхи стопопей вираже 
ае--ь ь 
а еее 265 

244. Интегрироваые раптональной функии = и ввадратаыхь ворвей изу 
двужь жннейныхь фуйющй 2. еее т. ‚267 

245. Ннтегрироваые ращонельной фупкди < и квадралнаго ворвя взЪ подн- 
нома второй степеви. Первал похетановка Эйлера... ..-..- _ 
246. Примфрь: |—— -... тете 268 

ры у "Ее 

241. Нахождене того же интеграла по способу Абеля... 969 
248. Вторая подетановка Эйлера еее. это 
249, Примфрь (тоть же). у... еее т 27 

250. Третья подстановки Эйлера, Принфвеще въ тому же примВру. ри при 
бра для упражиен) ‚еее лете „272 

351. Призоженде продылушаго къ выводу соотвотенй! между ноказательными 
п трисонометрическями фувющями, . се. .. 2,28 

Е 

35. Наховдево интеграла | еее, . 274 
тата |, оуазрик ре " 


Примфры дя зправяевй еее, - 
Глава ХЖИ. Иниюрироваще траноцендентныхь функций. 


258. Примфры интегрировани трапецендовтиихь функщй ‘чрезь подотановку 


я ИО ЧаСТЯНВ еее тьньнне я 276 
254. Нахождеше [2"ИкМ т, тд [(е) алгебраичоскоя фупкщя, & 2 траноцет- 
дентяая. Примёры „есь. а. . . 279 
255. Интагрировае произведевй показательныхъ, рии па, зршговоненри- 
ЧесвЯ еее, еее неа 288 
256, Интегрированте дзгобрамческой функийн оть зто и 05% чревь подота- 
ОВК... .. еее еее .: 284 
257. Простёйице ивтегралы предыхущего тиив. .... еее ана 285 


258. Примбры въ $ 256, (о... .... 
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259. Ивтегрирован прочзведенй синусойъ и ковинусовъ отъ роб 
фуцкшй еее е еее нь 286 
360, Форнулы для понвженя ноказателей степеней зи и с0$ въ интеграль 
„Ге“ осов”еат. Случай 
261. Другой способъ нахожлешя тхъ же интегразовь ос... . 80 


Праиёры для упражнений ау - 


Глава ЖХИТ. Прыожещя интегральное чочиелемя нь Геометри. 


262. Вычиехоще пзомалей (квадратура)........ лье 28 
268, Примфръ: площадь вруга еее ь нь 294 
264, Иринёръ: пзошаль эланией (....... еее ь 295 
965. Квадратура гараболической кривой. („еее — 
268. Квалралура, гиперболической кривой .,..... еее 296 
267. Къадразура цикхонды еее еее ьньь 207 
268. Квадратура, площадей, ограначенныхь нфекольквии кравыми. ...,. 298 
269. Примфръ: кнадралурь площади между паробозою и ея хордою, проведен- 
зою чрезъ вершину. 2 ..... ИА _ 
270, Вызиезете паощадей въ нозарной енетомв координат о... 299 
271. 1рранфрь: Декартовь лить... .... иен 300 
272. Вычиелене площадей, отраниченныхь н®околькиюи кривычи, при помощи 
позярйой системы хоординать еее ель о. ее 


273. Вычисзене длины дуги дивной вривой (епрямлене дуг) . 
274. Длина дуги нарабозы эалинев и гиперболы; эзлиитичеене интегралы... — 


275. Длина цикдоилы 2... еее ке 303 
76. Вычиелеще хаины дуги давной кривой въ полярной систем® коорхнвать. 
 Примфры уаз еее _ 
277. Вычислеше длины пути кривой въ простравствф трехь изыБрешй ‚304 
278. `Вычиелен! объемолъ тЪль вращевя . ‚еее тени 305 
279. Вычислеще поверхностей тВат. враеня ‚еее. 606 
380. Объень п поверхность уданиочнато зазицеотда вращемя ....... зе7 
281. Объемт, и поверхность ожатаго эллипеонда вращеня ........ . 309 
282. Объень вращет я цикаоихы около осн абециесь. .... ит 810 
283. Объечъ вращешя подовины циклонхы около осп ординатъ. ‚.,.. ЗМ 
284. Поверхность вращеня пфлой циклоиды около оси абедиееь......- — 


286. Поверхвоеть тёла вращевзя позовивы цивхоиды около ось ординать. . 312 
286. Объемь и поверхность, пронаводимые какою пибудь влоекою фигурою 
вращенемь около ея он. .... еее еее 
287. Кольца и торы; вычиелене нхъ объемовъ и поверхпостей. ...... 318 
288. Иринфрт: объемъ круговога кольца. „еее. , ея _ 
389. Объемь тбла вращены ббзышей половины круга около ея хорды, .. . 814 
290. Вычиеленя объема тьла, огравичевваго кривычи новерхвостяни (куба- 
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ВВЕДЕНТЕ. 


1. Между величинами, ветрёчаемыми ками въ различныхь вопро- 
сахъ и задачахь мы замфчаемь величины, которымъ мы можемъ по 
произвоху давать то или другое значеше, и друг, которыя долучають 
опредбленное значене, какь скоро первыя получають опредфленное зна- 
чен1е. Такъ, рауеъ круга мы можемъ взять произвольно; но разъ мы 
его выбрали, то длина окружности и величина пложаля круга нолучають 
опредфяенных значеня; точно также площадь прямоугольника есть вели- 
чиня совершенно опредфленвая, какь скоро даны величииы основаны и 
выюоты его. Слфдовательно, между извёетными величинами сушеетвуеть 
опрадфленная зависвмость, кохорая и появоляетъ, когда она намъ извфетия, 
ваходить вначеше однихъ по даннымъ значемямь другихь. Изелюдова: 
не завиемиости однъзь величин оть друзиль и составляет задачу 
„атематикт. 

2. Зависимость одной величины отъ другой иначе че можеть выра- 
зитвоя, какь тфыъ, что съ перемфною значешя одной — и другая измв- 
пяеть свое зпачене; если же при изубнени одной величием другая 
сохраняегь свое значеше, то мы говоримъ, что она не зависить оть пер- 
вой. Такъ физики налити, что шары разпаго вфса, повыненные въ пус- 
тоть на нитяхь одинаковой лланы (физичесмй маятникъ), совермають 
каждый одно свое колебаме въ одинаковое время, зогда какъ мгары, хотя 
бы и равваго вфса, но повьиениые на нитях различной длины, совер- 
шаютъ одно свое колебаже каждый въ различное время; отсюда они вы- 
вели то заключеню, что продолжительность одного колебанёя маятника пе 
зависить оть вЁеа лера, но зависить отъ длины нити, па которой шаръ 
привфшень. 

3. Въ опытныхь паукахь измфнене велачинь сеть едииотвениое 
срелетво ие только обнаружить зависимость двухъ величияъ, по танже 
и изолбловать эту зависимость. Но этоть ие самый премъ изибновы 
величикь для изолфдованя зависимости одной величипы отЪ другой вотрь- 
чаетея уже въ элементарной математиеб: когда мы хотимъ извяёдовать 
1 


Курсь диффер. и шитьгфр, вочисл, 


зависимоегь величины площади прямоугольника оть его ялины, вы еран- 
ниваемь два прямоугольника одинаковой шарины, ко различной длины; 
мы, сабдовательно, излезняель длину, сохраняя ширину неизыфнною, 

4. Величины, ноторыя при изолФдовани какого-яибо вопроса вохра- 
няюгь свое звачене (кавь ширина прямоугольника въ только что ири- 
зеденномъ примфрЕ), — хотя вь другомь могуть имйть и другое значе- 
н1е,— называются постоянными; зЬ-не, воторыя взмЗняютЪ свое зна- 
зеше (какь длина и площадь прямоугольника въ предылутщемь примфр}), 
называютен мерелиьнеылиь величинами. Перемфвныя величины раздв- 
дяютея на незавиеимныя перемённыя —- это ТЬ, которымъ мы можемъ по 
произволу назначать то или другое значене, — и перемнныя зависи- 
мыя, пли функиёи, — это чЪ, которыхь значене опредфлено, вакъ скоро 
получають опредфленное зналене первыя, и камВняется съ перенёною 
значешя кащдой изъ вихъ порознь (если ихъ нЪеволько). Такъ, длина 
прямоугольника есть независимая поремфиная, плошадь—фулкщя длины, 
ибо величина площади опредёлена (предполагая ширину извфегной), какь 
скоро зададимъ длину прямоугольниха, съ леремною которой и она 
изыфняется. 

Бавюя величины очитоль за постоянныя, камя — за неремвнныя, — 
это зависить оть сущиости вопрос Такт, соли бы мм желали опредф- 
лить зависимость площади прямоугольника оть его игирины, то мы взяли- 
бы для сравнеюя плошади одинаковой длины, но различной втирины: 
сявд, въ этомъ случаф длина была бы постоянная, а ширина и пло- 
зиаль — перембнныя. Постоянныя обыкновенио обозначаютъ первымн бу!- 
замн затинскахо алфавита, перембиныя поезфдлими. 

5. Но чиелу перемфипыхь незавиеимыхъ, оть которыхъ онф зави- 
сять, функши раздфляются ча фуньми одной, двухь, трехь и вообще 
многихь поремённыхь. Дяи того, чтобы показать, что какая-либо вели- 
чина у зависить оть х, — есть функши 2, нишуть: 

у=/з: 
дя того, чтобы показать, что м есть функщя 


у, 2, — пашуть: 
и (а, у, 2. 
Бели заразь разематриваютси нБоколько фувьт, то буквы / замб- 
няютен похожими бужвами другахт алфанияову илк буБвамн ф, {, ©, или, 
наконещь, отличавуеь ихь, придисыная внизу вли маверху значки; такъ 
УР, 28 (2), нь (>), «=Г@ 

будуть все различныя функщи. 

6. Если независимыхь перемфиныхь болфе одной, то ихъ можно 


закъ изыфвять что функшя будегь сохранять свое значеше. Наприм., 
звозъмемъ: 


и=К(а, у. 2); 


можно изынять х, у, 2 такъ, что будетъ: и == С или 
Е(х, у. д) =0; 

такъ напр, если длипу в ширину прямоугольника будемЪ измёвять въ 
обратномь отноневш, 10 площадь ево не будеть измЬняться. Но, кавъ 
показываеть этоть примфръ, въ этомъ и подобимхь случаяхь одыа изъ 
пезависимыхъ перембиныхь перестаеть быть тавовою, но становитея 
функшею прочихт, тавъ какь ея зназеше опредфлнется по значевямъ 
остальшыхь и измЪнистея съ изыфнешемь каждаго изъ нихъ порозпь. 
Такъ, евли должно быт: 


(к, у) =С, 
10 мы можемь двумъ перемвинымь, напр. 2 и у, дать произвольное зна- 
чеше, но третьей 2 значеше должны выбрать такт, чтобы было #0, 
Слфх., въ этомь случаВ 2 воть фунюайн х и у. Тавая фувкщая, которая 
связана со своими перемёнимми нермиенвымь уравнешемъ, называется 
неявною фуввщею. 

7. По роду зависимости оть пезавиенмыхь перемфиныхь (сколько бы 
ихь пи было) фунющи раздёляются па алеебранчееыя и транецен- 
дентныя. Алеебраичеенили фувкщи называются тогда, когда, дан вычи- 
слеши значений их по дапныхь значеямь независамыхь пережфиныхь, 
надобно совершить надь этими нослфдними рядъ алгебранчеекихь дЪй- 
СТВ, какъ-то: сложене, вычитане, умножеше, лёлене, возвышеше въ 
ифлыя положительыя етепени, извлечеше радикаловъ, или рышвть алгеб- 
раическое уравнеше (т. е. соетавленное изъ перемфвныхь п ностоянныхъ 
прн помощи иперечиелениыхь сейчасъ алгебраическихь дВйетвй), Если 
же коненнаго чиела Такихь ДВйютый недостаточно. то фупьшя  назы- 
вается транецендентною. 


8. Азгебранчесыя функки раздФаяются на иионаляныя и ирранго- 
нальныя. Функщя будеть рашональною, когда для вычиеленя ея зна- 
цен! яе требуется ни нзвлекать радикаловъ изъ выражений, содержещихь, 
незавиенмыя перемёнвыя, ни рышаль уравненй выше первой отепени; 
въ противномъ случаф, т.е. если она содержить неизвлекомые корни изъ 
выраженй, содержащяхь перемфвныя, или корни уравненй высшихъ сте- 
пеней, то она назынаетея пррашональною. 

9. Рашональныя алгебраичесня фуньши раздбляютсн ва нюлых ий 
дробных, Пблою функшы будеть тогда, когда х не входнтЪ въ ДБлител 
въ противномь случаВ будеть дробная. Такъ функши: 


5 
; : 2 ре 
ово е А т 
суть цёяыя; тогда какъ: 
9? 2 - 
э-е Ее -И м а 


вуть дробный, 


и 


—а- 


1Ю. Радикальныя функщши раздёляются на порядки; если радикалы 
извлекаются изъ ращональной фуцкни, то имфемъ радикальную фувк- 
пНю яерваго порядка; такова, напр. функшя 
Ив: 
вели извлехаемь корень изь радикальной функши перзаго порядка, то 
имфемь радикальную функщю виорого порядка; такова функщя 
з 


виаз--И аира, итд 

И. Къ транолендентнымь функщямь относятея сябдуютуя, котрф- 
чаемый уже въ элементарной алгебр и триговометрти: 1) иоказатель- 
ная а; 2) логариомъ: 1052; 9) =” при т несоизмфримомъ; 4) тригоно- 
метричесыя: эту, с052, 1х, софт, весх, созесл, и вштеги; 5) обратныя 
тригонометричесвихь или хруговыя: агочих, зкосози, агёох, аговобто, 
атовеся, `атгововеел, — т. е. дуга, которой винусъ ееть я; дуга, которой 
косинусь ебть %, и т. х. 

Это суть первыя транепендентныя, вотрёчаемыя еще въ элементар- 
ной математияВ; выюшщая математика открываеть много новыхъ; вообще 
чиело ихъ безпредьльно, 

12. По чисау злачеюй фумвий, которых соотвбхесвують каждому 
значеню незазиеимыхь перемфнлыхъ, функцёи разяфляются на одно-, дву- 
и вообще многозначных. Такъ, коревь квадратиего уравкеня: 

даре 0 


тогда какъ веякая ранональная функлия будетъ однозначная, ибо будеть 
принимать только одно значене для каждаго значешя пезависямой пере- 
м6иной. Изъ трапекенлентныхь показательная и траголометричесвия суть 
однозначныя, тогда какъ соотвфтотвенио имъ обратныя: логариомичеекит 
и вруговыя суть многозначных. Днствительно, изъ тригонометруи из- 
ВЪСТНО, что даниому спиусу отвбчаеть безчисленное множество дугъ, раз- 
нящихея отр двухъ изъ нихъ, дополняющихь одна другую до т, на иблое 
исло окружностей: 
по чи (о 2); зию-ази(т- ф) вил [(24-]- 1) п — 9}. 

13. Перемвипыя величины могуть измЬняться различно: кфкоторая 
(какъ напр, число сторонъ вравильнаго впизаннаго (или опиваннаго) 
мнотоугольтава] могуть пробёгать рядь отдёльшыхь значенй, — напр., 
рядъ натуральныхъ чиселъ, — не принихая промежуточныхь значений, дру- 


гЯ же могуть принимать непрерывный рядь значенй, т. е, принимать 
и веЪ промежуточных значешя, какъ бы близко ни были взяты одить 
въ другому члены первоначальнаго ряда значен!. Таково разотояне 


—5-— 


тозки, движущейся по прямой, отъ какой-либо неподвинной точки, взя- 
той на той же прямой. Независимыя перемфнныя въ большинетвв вопро- 
совъ принимаются измёняющимися непрерывно; что же касается до фуив- 
ША, то это зависить оть ихъ натуры и должно быть изсяфдуемо БЪ кая- 
домъ частиомь случа. 

14. Иногда ‘перемённая величина, измваяясь, приближается все болве 
и боле къ нЪкоторой постоянной такъ что наконешь разность между 
обфими можегь быть едёлана мевВе воякой ланной величины, вакъ бы 
мала она ни была; въ этомъ случаб постоянная получаеть назваше 
предъла переменной. Такъ, плошадь круга есть предёль площадей пра- 
зильныхь вписанныхь въ окружность (или описвнныхь} многоуголь- 
никовъ, потому что, съ увеличенемь числа огоронф такихъ многоуголь- 
наковъ, разность между площадью многоугольника и площадью круга можеть 
быть сдфлана мевфе всякой данной величины, какъ бы она мала ни была, 

15. Величина, численное значене которой можеть быть одьлано 
мене всякой данной величины, какъ бы мала она ин была, предьть 
которой, слд., сть нуль, называется безнонечно-иалою величиною. Тако- 
вою стаповится разность между площадями круга и правильнаго вии- 
саннаго (или описаниаго) многоугольника съ увеличенемь числа сторонъ 
его до безконечности, 

Величипа, численное значеше которой можеть сдфлаться болфе вея- 
кой данной величины, какъ бы она велика ни была, называется дезко- 
нечно-болышою. Таковъ становится шт, но мЬрБ приблажешя х въ 
= ; такона дробь а „: По мёрь прибляжетя х въ вулю.— Наъ послёд- 
наго примбра мы усматриваемъ, что безконечно-малыя и безконечно-боль- 
ща величины суть обратныя одна другой. 

Прилиъчаще. По самому опредвленно безконечпо большой веди- 
чины она предфла не имфеть, одпако иногда говорять: предбуь такой- 
то величины сеть безконечность, — и употребляють для послфдней знакъ. 
со, разумфя подъ этимъ именно безпредфльное возрастане величины. 

16. Безковечно-малыя величины разлёляются па порядки. Если 
предёяъ отнощешя двухь безконечио-малыхь величить {и , именно 


пред. -=, есть конечная воличина а, отличная оть нуля: 


т 
пред. 


1 В кл 
то говорять: 4 одного порядка еъ Е. Еели предьть я 


рять: ‘и есть безконечно-мамая величина высиюго порядка, чфмь Е; если 


отнотшене 7 бевпредёльно возраетаеть, есть безконечно-большая вели- 


‚ то гов 


чина, то говорять, что порядокь у ниже порндка Е. Жоли пред. я 


у 
(конечиой ведичинЪ), то у будеть второго порядка, если предёль = 


(конечной величин), то 1, третьяго порядка; вообще, если пред. ы =а 
{конечной вехичинЪ), то 1; безконечно-мадая величина порядка п, —еели 
за величину перваго порядьа принять . - 


Прильрь 1. Зи и ® ири безконечно-маломь < одного порядка. 


ДВйотнительно мощио показать, что предл отнотены есть конеч- 
т 
ная величина, именно единица. Мы имбемь для дуги меньшей >. 
зе <; 
дДЬля на зн, получаем: 
Е 1 
1: 
< ЕЯ < $6055 


. 1 
съ уменылещекь х до нуля, =__ отремитея къ едппяц, а сл6дова- 


тельно и отнонете 


‚ поетоянное заялючающееся между 1и въ 


в03х ' 


Зе 
пред обратятся эь едивину, а ел. и его обратное,  \ ке може 


но сказать и про {, т. е, при безконечно-маломъ 2 онъ одного порядьа 
съ з; доказательство такое же. 

Прызоръ 2. Разность между } и воз, нан зтуегт, при = безконечно- 
маломъ, ость безконечно-мадая величина 2-0 порядка. ДЬйствительно: 


Теа 


. 5: 
отношеше 
но 
Ш 
пред. == 1; 
= 
слёд. 
тд 1 —00%% 1 
прех- >, 


т. е. величин ковечной. 

Подобвымь образомъ раздбляются на порядки и безкопечно-боль- 
м величины, какъ легко видбгь уже изъ того, что онф суть обратныя 
безконечно-малымь. Если Ни Х двЬ безконечно-большя величины, то 


р: : 
онЪ будуть одного порядка, нога пред. р =4 (конечной величинВ); еели 


Н Е. 
пред. == 0, то порядовь Н ниже поридка 2; если пред ==с0 , т 


Н 
порядокъ Н выше порядка ; ели при, а (конечной величин®), то 


Н-— безконечно-болышая величина порядка и. и. 

17. Безконечно-малыя и безконечно-большя величины играють въ 
анализ роль веномоталельныхь величинь и изъ оковчательнаго резуль- 
тата уходять. Он въ вычислешяхь вотрёчаются въ двоякой формЪ: 
или въ форм отношеня двухь безконечно-малыхь величниъ, или въ 
форхф суммы безконечно-болыьтого’ числа беяконечно-малыхь слагаемыхь 
{эхементове). Т% упрощены, которыя онф вносять въ анадизъ, вытекають 
изъ слёдующаго основнаго принципа почиеленя безконечно - махыхь: 
„дяь отыеканёи. предловь отношенйя двузь безконечно-малыхь вели- 
чиь или пребьловь сумиь безконечно-большого числа безконечно-ма- 
пыль элементовъ, каждую безконечно-малую величину можно замльнить 
бругою, предьль отношения которой въ ней веть единица — другими 
словами, которая отличается отъ нея на дезконечно-малую величину 


выешаго порядка“. 
ДЬйотвительно, пуеть м и В двЪ безнонечно-малыя величины, пре- 
дёжь отяошены которыхь требуется найти, и пусть х и В’ двБ друмя 


бевконечно-малыя веллчины, тажн, что, , я 

пред. 1, пре 1. А 
Ноа аи Ва, ел. и & д В не достигнуть своего предёла — нуля, 
эти отношеня = и Ей будуть оть своего предёла 1 отличаться на безко- 


нечно-малыя величины, которыя означимъ чрезъ си 1, такъ что будеть: 


ть ба 


откуда 
аа, В 


дВая второе на первое, получимъ: 


но 


потому 


Вторая редакшя теоремы вытекасть изъ того, что &—@==% и рав- 
нымъ образомь В’--В=В\у суть безконечио-малыя высшаго порядка, 
звмь а и В соотвьтетвенно, какъ легко видЪть. 

Пусть теперь требуется найти предбаъ суммы 2 безконечно-малыхъ 
величии: 


а. м -......-Н а, 


— 8 — 


когда ихъ число и раететъ до безконечноети. Предиоложимъ, что 

пред, (ааа --а-Н... Ра) =, 
конечной величин, и пусть `В, 8,.....8» друшя безконечно - малыя 
величины, тая что 


р 
. ы в 

прех. в пред. =1, ....- пред. 
ред. а, ‚рех. Г , ред “. 
Пока эти величины & и В нс достагнуть своего предьла, отноше- 
я ихъ будуть отличатьея оть 1 на безконечно-малыя величины &,. 


и слфдовательно 
Е 
Складывая эти равенства, получииЪ: 
ВН. НВ а ы-.. На, ща, ще. . Нав. 
Пують тенерь у величина, опредёляеман равенствомъ: 
ааа, быв |... не», 


а. а,--....-% ' 
это будеть величина, заключающаяся между нанменьшюй и наибольшей изъ 


Величинъ Е,Е,....ё., Кавъ легко вихфть, замфияя каждую изъ этихъ ве- 
личкинь одияъ разъ наименымею между ними &, другой разъ напболь- 
ею &—а потому тоже, кавь и он, безконечно-малая. Съ помощью ея: 
равенство (а) можно такъ предотавить: 


ВЕН. Ни, На. а ба +... 
пли 
ВН --.. В = анты 5... 9), 
откуда, переходя къ предьшу, ихвемъ: 
пред (В, -В,--....-Е В») = ред. (1-1) кред. (ан 4-х, --... Ра); 
но пред. (1--1)=1; влфдовательно: 
црех (В, №--.....- В» ) == пред (а 4... а}, 


что и требовалось доказать. 
18. Мы сказали въ $ 14, что незавненмыя меремфнныя въ боль- 


$ шинетвь вопросовъ можно принимать за непрерывно-изы5няюнияея, '. е. 


за тащя, что развость двухь поедфдовательныхь значенй ихъ можегь 
быь безконечно-малая. Нусть 
У—1 2); 
дадимъ х безконечно-мплое приращеше #; тогда У обратится въ (Я) 
и сл получить приращен! 
9=Ре-Е 12). 

Холи это ириращене 9 есть безвонечно-малое при безконечно-маломь 
№, каковъ бы ни быль анавъ этого носабдияго, нока 2 находитен межлу 
ви те а<2<Ь, чо [(т) будеть непрерывная функшя 2 между 
предьявми @ и $. Боли ше для какого-либо вначеня =, напр. ©, нахо- 
дяшщагоея между «и 5, фунищя при безконечно-малонь измвнеям 2 


— в — 


получаеть конечное приращене, или обращаетея въ безконечноеть, то 
говорятъ, что фунышя между предфлами а и В или, точнфе, при 2-2е, 
претерпфвветь резрывъ непрерывности. Веб дфлыя алгебраичеоня фувк- 
щи суть непрерызныя. Напр. функщя 
. а 
получаеть прирашене: 
еее) йе 1, 
которое обращается въ нуль вмфотЬ съ Я, слёд. безковечно-малое при 
безконечно-маломъ #. Такова же функшя 
у, 
ибо 
д=а Нд" =а\а" —1); 
но при А==0 будегь а ==1, ольдовательно множитель 2* — 1, а потому 
и 9 обрашаетея въ нуль выфотБ съ й. Таковы зо и совх, вакъ 10 
влёдуеть изъ ихъ геометричеекаго опредфленйя, 


Функия 10% непрерывяа, пока х не плодить близко къ 3: при 
ы . й 
переход же х чрезь = ть значенй < © 5 къзяачеямь >, 2х пе- 


`рескакиваеть оть -- СО къ —00, слёд. щи при 2=* претеривваеть, 
разрывъ. Равнымь образомъ в при пераходь 2 чрезь а отъ виа- 
ченй х менышихь @ къ значешямь 2 большимь я перескакиваеть 
оть — 00 вь 00. Фулкия г 1 ав сохраняеть свой знавЪ, обращаяеь 
пря = въ 00. 06% ри претернЪваютъ разрывь для са, 
Есть функши, которыя для жакого нибудь значешя с дфлаютея вовер- 


эпенно неопредфаенными, каКЪ мапр. 98 ) при # ==; нбо 


2—а 


И . 
эт | = 5] при приближен 2 къ а будеть пробгать вое чаще и чаще 


весь рядъ зналешй олъ —1 до -|-1. Фунвщя рати дли модь 


эго понимать нанменышую изъ дугь, пифющихь в-омь а 


® 
слёл, завлючакицуюся между — ЗЕ =, 


фдовательно получаеть конечный разрывъ. 


при переходф я: чрезъ а перехо- 


дить вдругь оть— 5 КЬ +5, 

19. Когда мы разсматриваемъ двф величины, вмфотВ измияющинея, 
‘то первая задача, которая намъ естеетвеяно предетавляется,` это — срав- 
нить соозвётетвьующя намфневшя ихъ, найти кратное отношеше этихъ 
изибненй. Пусть у=={ (2) есть непрерывная фунышя х, когда омъ нахо- 
дится между предфлами а и $. Дадимъ х приращеше #; мы получимъ 
для приращеня у перамфнной у: 

9=Ге--й) —/(@): 


отношеше ихь будеть: 

4—_ геол. 

* Ъ ы 
и покащеть намь, во сколько разъ у измённетоя больше 2, когда поолфд- 
в переходить въ х-|-й. Это отнощене зависить вообще и оть №, а 
потому не даеть намъ точнаго предотаваешя объ взмфнент у вблизи 
`разематриваенаго значеня х. Только когда 

Под-ная--Ь, 

мы получимъ точное предотавлене объ этомь измфневи, ибо въ этомъ 
случа 


Эта функщшя единственная, которая измфняетея равномфрно, т. с. прн- 
рашщене которой постоялно въ одинаковое числю разъ болфе (или ме- 
не) вызвавшаго его ириращены независимой перемфнной. Вообще же 
отношеше 
9_ ею 
ь й 
но будеть точно выражать отношене нрираменя фупкщи 9 въ прира- 
щено независимой перемённой для значейй этой повяфидней, проме- 
жуточныхь между х и 2-й; въ этомь легко убфдаться при помощи 
трафическаго построения. Будемъ откладывать на нримой ОХ отъ точки 
О значешя независимой перемённой (ОМ и О№), а ва пернендивуля- 
рахъ къ ней въ соотьфтотвенныхь точках (№ и №} длины ММ, № М, 
1. предетавляющия соотвбтетвенныя вначеня фунв- 
щи 7). ЧФвыь больше возьмемт, ив оси тотекъ, 
р вакь № и №, тмь боле получимъ такихь 
7 точекъ, какь М и 3; въ префу\, т. е. при 


безконечно-большомъ чиедЪ отложенныхъ значе- 
нй 2, представляющих непрерывный рядь, 
мы получить кривую АВ, которая наглядно 
9 ы х предетавит» ходъ измёнешя знеченя функфи 
съ измфнешемъ значешя незавиеимой пере- 
мфнной х. Если озвачимъ длину №А№ чревъ #, 
то, провеля прямую ЛЕК’ параллельно ОХ, въ отрёзкЪ А!’ прямой № 
получимь соотвьтетвеяное приращение фушетуи: 9, такъ что при А= №, 
будеть д К. Отпошене 

9_ КМ 


А 
сафловательно, принавтъ, что оно имфеть м8сте и для приращения 2 мень- 
шаго й, именно №, мы должны былн бы дян приращеня фунющи 
получить Хе, тогда какъ соотвётотвениое приращене фушаыи будеть 


МК; 


=н- 


эъ дйетвительности А; слёл, принявъ №е выфето #т за приращеню 
фуякити, мы сдёлаемъ погрЫшность, прелетавляеную длиною ет; но если 
Функщя вепрерывна, то эта погрёшшиость будеть тёмъ меньше, чЪнъ 
меньше первоначально взятое приращеню д == №№ и обратится въ нузь 
ВМВОтВ съ нимъ. 

Воть почему, щелая составить себф течное предетавлеше о томъ, 
во сколько. разь измёнене фуцкши больше измфненя незавиенмой пере- 
ыЬнной вблизи разематриваемаго эначенит ел 2, приращене # послЬдней 
величины привинаютт, безконенно-малыи. 

20. Но теперь возникаеть вопровь: веегда ли это отномене 
а тею-дая 
А в 
ную, отличную оть нуля? Другими еловами, веегда 
функши будоть величина одного порядка сь пряращеме 
симой_перемвиной?. Можно доказать, что отнотене преращеля Я "зн 
щи къ прирашеню # незавнеимой перемниой есть вообще величина 
конечная, отличная оть нуля, Это можно доказать и сь иомощью пре 
дылуцаго чертежа, в апалитически. Если хорлу №2 продоажимь до 
ветрёчи сь ирямою ОХ въ точкЬ 65, 10 получамь уголь МАХ = 

Д’МЕ; ея 
щи къ приращеню инезавионмой перемфнной, равно тангенсу угла на- 
клонены сбкущей М’ къ прямой ОХ (оон абепиееъ). Если в будем 
подводить къ нулю, то точка М’ будеть прибаижатьея къ ДГ и 6№к)- 
вая ЭММ’ обралитея въ предЬуЬ въ касательную МТ въ кривой 
АВ въ точкВ М. СОба, предбавное значеше угла МХ будеть уголь 


МТХ: его 16 будоть вообще величина конечная; слёлов. пред. Н — 


иметь предЪломь при А==-0 величину конеч- 


ГВ «МБХ, т.е. отношене д къ, прирмнешя функ 


—@АГТХ будеть вообще величина конечная, отличная отъ пуля; она, 
будеть равиа пулю, когда касательная къ кривоН параллельна прямой 
ОХ, и безконочна, когла эта звасательная перпендикулярна къ этой 
прямой; но это можеть нифть мфсто вообще только для частныхъ зна- 


ченй независимой перемфнной х. Еели отношене $ 
д 


зеличинь, 0 каждых три поедфдовательныя точки ЛГ ЛР, М” будуть 
`межать ка примой, угловой воэффищенть которой есть &@; а сл, и 
веБ точки вообще будуть лежать на этой прямой (ом. Аналит. Геомет- 
ро); въ частности, когда #=-0, эта прямаи будеть параллельна оси х, 
п будеть у==Ь, т. в, будеть постониная, а не функши 2; вели @=200, 
то прамая будеть перпендахулярна КЪ оси 7: но ордивата такой пря- 
мой не зависить оть 2, когорый для вефхь точекъ такой прямой пуфеть 
одно и тоже значене; слфд. опять у не будеть фувкшя 2, а будеть 
независимая перемфнная. 


—4, постоянной 


-в- 


Это же можно доказать и аналитически. Положимъ, что для вея- 
ваго 2, лежалщаго но своей величин между а и В, т; в. для котораго 


а<<, мы имфехь 
п-т о 


пред. 


пока й не достигнеть своего предфав— нуля, и это отнолеве не достиг- _ 
неть своего, но будеть оть него отличаться на величину &, безконечно- 
малую выЪетЬ сь й; т, е. будегь, нова в не=0, 


Гонг 


отсюда, умнокая да № обф части, что мы. въ прав сдЬлать, пока № 
не = 0, — мы получимь: 


ев) ты. ©) 
Замётивъ это, выберемъ два числа 2, и х, та, что 
аа <, <, 2) 


и, равдЬливъ разноеть 2—2, на очень большое чиело %, примемъ: 


8) 


съ увсличешемь % до безконечности Я будеть, очевидно, стремитьея къ 
нулю. Привявъ такое Л, будемъь въ формул {1} нодетавлать выБето х 
поелфдовательно числа: 


2, НА 2-24, ЗА ..... и--@- ОЕ 
мы будемъ имфть прияимая во воиман!е, что ло (3): 
ив, 


и нумеруя =, такъ какъ эта величина будеть имёть различное звачене 
для раздичныхь значенй х, такой ридъ равенегвъ: 

Го —гед-мх; 

Тен 2) аи --Ь-вы 

Тя 8) рев; 


бей И Е, 
складывяя ихъ, получим: 
Те) — оо Мы ыы... 3 ® 


Пуеть теперь 


—; ©) 
эте будеть величина средняя между наибольшею изъ = и ванменьшею, 


и потому безконечно-малая вифсхь еъ ними. Отеюда имъемт: 


-На-а-...... ея ==; 


вкося это въ (4) и принимая во внимаше (3), получимт: 


Те) — Гери). (6) 


= 18 — 


Зльсь вторая часть, благодаря множителю т, безконенио-мазая вызоть 
съ , и погому въ предьяь обратится въ нуль; но яввая отъ # не зави- 
вить и потому равна своему предёлу, т. е. нудю: 


7) — Га) 
Иа» 


т. е. для веякаго значешя х, большаго а и меныпаго $, фупшя инфеть 
одно‘ и тоже значене, олд. ееть постоянное количество. Что предфломъ 


9 __ Геи 


отношеня т $ ле можеть быть безконечность, елЬ- 


а отеюда выходить 


„№ 
дусть изъ того, что въ такомь случаБ обратное отиошене й имо бы 


предёяомь нуль, а это по доказанному невозможно: ибо какъ екоро 
у есть функшя отъ х, 10 и наобороть,--и х есть фуньшя у (вазы- 
ваемая образтною предыдущей}; давъ у прирашене 9, нашли бы для х 
приращене 2; по отношеню же къ обратной функши хоть у отношеше 


А й 
— воть 10 же, что по отношеню къ прямой (т.е. у оть 2), отноше- 


4 
й` 
21. Итакъ, предьлъ отношеня 


че 


ге-ы— 
В 


дичина цонечиая, отхачная оть нуля; это будеть вообще повия функщя 
3. 85 называють ироизводною и принято, но Лагранку, обозпачать такъ: 
Р(®), х. е, чбмъ ще знакомь, какь п первоначальную, еъ ириннскою 
вверху значка (’). Такимъ образомь будегь: 


пе е-НЮ-ГО 


будеть вообще ве- 


а, 


т.  производния функц оть данной фувкши Г). 


. Г 
Пока й не достигиеть ероего предбла 0, и отношене ет р Ге 
не достисясть своего, но будеть отъ пего отличаться па безкопечно-малую 


величину, которую означимь чрезъ &, тавь что булеть: 


умножан обЪ чаеги на /, что возможно, пока й не достигло овоего лре- 
дьла. мы нолучимь: 


Ретро - Рода. 

Здфоь во второй части =й есть величина порядка выше первасо, 
хакь произведене безконечио-малой величины № перваго порядка на 
безконечно-малую же величину =; первый же члекъ, какъ нроизведеше 
№ на конечную величину, есть величина одного порядка съ й, т. е. пер- 

` ваго. Часть полнаго прирыцешя функыа, одного порядиа оъ прираше- 


м — 


емъ независимой перемёниой, называетея дифференигаломъ фувьтя 


и обозначается тавъ: . 
йу—= ага): 


садов, аа = Рай. 
Если 
у=а2--5, 
то производная у ло 2, какъ мы выше видфли, будегь а: потому: 
ду=ай. 


Если а==1, 6=0, то ух и да-ай, т.е. для независимой. 
поремвиной дифференщаль и полное пряращене — одно и тоже; потому, 
замёняя й чрезь 4х, можно дифференщеть какой либо функцие напи“ 
сать такь: 


Отсюда, дВля на ат, получимь: 
4 _ 
8 
т. е. производная равна частному оть раздфлешя дифференщала функ- 
щи на дифференшаль независимой перемфиной. Отеюдя вытекаеть Лейб- 


ницевекое обозначене производной У по 2: 


22. Коли имфемь функцию, папр., трехъ иезависимыхь перемфнныхь: 
и = Ру, 2), 
то мы можемъ измфнять порознь каждую изъ перемфиныхь, принимая 
прочит за постоянных; это приводить насъ вл, тавъ называемым част- 
ныгь производныьмь по каждой незавиенмой перемфнной. Пхъ опр 
лене и обозначеше вилно изъ сяфлующей таблицы: 


про РеЗЕЬи 

прод КА) Е (2,у, 2) |. ни, 
г — Руд | . 

предл + з (у, 2) о 4".(”, 


Друпя ихъ обозначены будуть показаны въ евоемъ мфетБ. 

Фуньшя п незавиевыыхь перемёиныхь будеть имЬть, какъ легко 
вадЬть, я частных производныхъ. 

Если будемь умЪть паходить производныя функшй одной незавнеи- 
мой перемённой, то нахождене частныхь производпыхь фуньшй мно- 
гихъ перемфиныхъь независимыхь не предетавить затруднений. потому 
что коль скоро проши незавиенмыя леремфнный мы принимаемь за иосто- 
яннын, то сама фувкШа отаповитея вакь бы фузкщей одной пезавиея- 
мой перемфнной. 

23. Отыскан!е производныхь оть данныхь фуньшй одвой или мно- 
хихь независимыхь Перемённыхь и приложене ихъ къ рыщенйо раз- 
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личныхь вопросовъ анализа и гвомегри и соотавляеть иредметь диф- 
ферениильнаео иснисленй. 

Дьйотые взямя производной или дифферевщала (тто сводится одно 
на другое, какъ. было выше замфчено,) называется дифференицирова- 
мель. 

Задача интегральнаго иочиеленя обратиа задачь дафференщаль- 
наго, именно: найти, оть какой функЩи данная была бы производною. 


ТЛАВА 1. 


Дифференцироване функц одной независимой перемфнной. 


24. Между фупюшями соть ифоколько принимаемыхь за прости, 
производныя которыхъ легко получить прямо изъ самаго опредёлешя 
производной функцис; затфмъ въ дифференшщальвомъ нечислени измфется 
пфоколько общихь предложешй, которыя позволяють нахождеше пронз- 
водныхь отъ сложныхь функШИ сводить на нахождене производныхъ 
оть эвнхь проотихь. Число сихъ послёднихь заваенть де нфкоторой 
степени отЪ нашего произвола; мы примемъ за таховыя елфдуюнн: =”, 
тлЬ т цёлое положительное чиело; а”; 1092; 502; 605% (хотя ю97 есть 
обратиая повавахельной, & сози=У 1 
оть зйъх). 

25, Чтобы пайти производную оть и” при и? цёломъ и положитель- 
вомъ, дадвиф 5 нрирашене й; тогда ириранеше функши будеть 


вшей м, стЬлов. сеть фуикщя 


уе 


и сабловательно 


чтобы пайтя предфлъь отого отноменя, налобно положить #=0, и мы 
получимъ тавимъ образомт для производной у’ сть у==2”: 


Этоть результать можно получить еще и иначе, Пусть х-- 
хогда 


Е И =—; 
я, м о и 


но когда й==0, тогда 2-2, и вторая часть обратится въ я 
такь вавкъ воБ члены олфлаютея тождественны послфднему, а число ихь 
есть #2. 
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26. Чтобы найти производную оть 4”, дадимь 2 приращенше #; 
тогда 
а — в 
А 
1 


. чтобы найти прожаведную оть а". 


[© 


и остается найтя пред. 


Такъ канъ 4 --1 стремятся къ нулю, когда № стремится въ нулю, 
ибо 4°==1, то при # безконечно-маломь это будеть безконочно-малая 
величина, которую озвачимъ чрезъ ®, такь что будеть: 

@ —1=0; 
отсюда 
@ —1-о; 


Мова = 081), 


ъ— 1-5). 
ВЫ 


логаривмируя, — 


и слБловательно 


Лотому будеты: 
# — 


такимъ образом 
{2}: 
вехи 


Мы отдьльно раземотримъ, какъ нахолитоя этотъ предфаъ; тенерь же, 
вносн изъ (2) въ (0), мы получимь для иранзводной у=а” такое выражене: 
10а 
Лоде 
обозначая чрезф Тоб легариемь но основанно в. 


у-ва 


== а” рова, (3) 


ели за основаше « возьмемь число е, о множитель п = Тоба 
обратится въ единицу, и мы нолучаемъ, что евян ы 
==, 
тов 
уе, & 


т. е. #? есть такая функшя, которой проилводпая равиа самой функши. 
27. Чтобы найти произволиую оть 1ост, дадимь г приращене №; 

тогда у==109х получить приращевне 

вил 


Е 


9=108(=-- 1) — Юбе оз (= } изи ув (1 | 1]. 


о — 


Производная оть 100% будеть потому предёлъ отновеня 
9 (1+). 


_ в 


ой . 
тношене Я будегь безконечно-мало при й безконечно-маломъ; потому, 


ь . 
вели положимь _=6, и слБдоватехьно #==2%, то и будеть безко- 
нечно-малая велачина. Внося это въ выражеше отношеня Я, мы 6у- 


демъ имть: 


И 
9 юа--®) _ ао) 
Г” иеинни ЗОО 
Юве 
= 


Переходя къ предёау, пайдемт, что пред. = ‚ тд е= 
и 


— зред. (1-ю) прк в =0. Такимь образомь производная оть 


Уд есть р 
‚в < 
#7 Х. 


Здфеь 10в отъ е берется, какъ видно изъ вывода этой формулы, 
19 юму же оонованю, по которому берется |027. ели за основаше 
‘логариемовь возьмемъ число е, то |юбе, какъ юс основан, ‘будеть 1 
и, сёБл, если у= Тоба, то 


1 
=. 

Благодаря этому упрощешю, предпочитають въ научныхь изолВдо- 
выичиъ брать логарнемы мо основанию е, называемые натуральными 
пля Неперовылии, 

28. Итак, намь остается теперь повазать, что число е суще- 
отвуеть, и вычислить ого хотя приблизительно. Мы опредфлили его какъ 

П 


д т 
пред. (1--о)“ при ®-— 0. Положимь сперва = а гдВ и бдеть цлое 


положительное число; при безпредьльномь увеличении в, велачина ® 


будеть безконечно уменышалься; слёз, при 9% безнокечно-больпомъ © 
В 


будеть безвонечно-малая величина. Внося ото въ (1-6) » ‚ найдемь, что 
2. 1)” 
(1-е =( 1 =) 
о 
Такъ какь % ифлое чиело, которое мы предполагаемь пока конеч- 


нымъ, то можно вторую часть разложать ло бипому Ньютона; будемь 
имЪЕЬ: 


1)" 1 тит, 
и р я + а) 
тт — 17% 2)... в) 1 
а. @-О жит» 


Куреь дяффер. п внтегр. ночтел. В 
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хдь ВЮ, обозивчаеть сумму оотальныхь членовь, т. ел 
в. _ "1-ти. 1 
, НВ и. - 


Соврашая въ какдомъ членф на отепеня т, мы дадимъ этому разложе- 
ню такой видъ: 


(=>) 


.3..... (®— 1 
Займемся толерь преобразоваемь Ё„; спераа въ немгъ можно вы- 
нести первый членъ за окобки; мы получамъ тогда: 
в_ От. Фи 1 | 
ы 1.2.3 м1 
тия т {(п—ии—#—1 
Корт и я” Ира) 


затВиъ производим сокращемя въ кеждожь член: 


( (1-1 (а), 
в. г роет т. 
(а -2 ==) 9) 
(ии?) | 


Есла мы отбросимъ въ каждомъ множитель каждаго числителя вы- 
читаемую дробь, то мы его увеличимъ; са№д. будеть: 
ПИ 1 а 
ти аля ое ль 
вели мы въ знаменателяхь второй части замбнимь каждаго мпожителя 
ервымь (®--1), чо мы ее увеличимь; потому з6мь бодфе будеть: 
1 1 1 1 | 
. а -- ее - мм 
ааа оля Нидержор 
вторая чаеть еще болфе унеличится, если мы продолжимъ рядь, нахо- 
дянийея въ скобкахъ, ло безконечноегя; ви, ТЬмь боле будегь: 
1 1 1 | 
в,< позы" бе Торо нр ® 


Выражене въ сжобвахь {|} есть безконечная убывающая геомегри- 


ческая прогресця, знаменатель которой есть - ра ногому оно равно: 
я 


Олфдовательно 


& потому, когда раздёлимь лёвую часть неравенства на правую, то полу- 
чимъ въ частомъ правильную дробь, которую означимь чрезъ $» ; тогда, 
по изввотному свойству дёлимаго, будемъ иифть: 


В. ояН- ®) 


Сюда т явно нё входить; но оть него ясно завиеить $», ибо отъ 
него зависить В„; однако, какъ бы т ви было велико, эта величана 
будеть все-таки правяльная дробь н въ предёлЪ, т. е. при же==00, 
тоже самое; слфд, обозначая чрезь $6 предьльное значеше $, при 
т=00, мы будемъ имВты 


30 1 
, пред А» | “1.9.8. =») 29) 
тлё $) величина, удовлетворяющая неравенетну: 0< $69 < 1. 


12 
Если будемъ т увеличивать до безконечноети, то ив” 


будуть стремиться къ нулю, и (3) обратится въ предьхь, принимая во 
внимане равенство (10), въ такое: 


пред. | 1 


[8 


Эта формула показываеть, что число е можеть быть вычистено съ 


1 1 
я аа р ИН : Би- 
помонию рада 1-71 ати 8+ тя въ погрыи: 


ностью, не превоехолящею ——- - Эта ногрышность бысгро убы- 


ваеть съ возрастаемъ я; при #2 
число е выразится рядомъ: 
1 1 
в=1--1-4 | ее 
и ИАС 
продозженнымь до безконечноети. ели мы вычнелнмя 13 первыхь ч4е- 


ноБъ, то найдемъ, что 


+... (12) 


% 


е=2/18281828......, 


удерживая лишь вЪрвых цыфры. 
29. Боли зи будеть рости до ОО, пробфган и промежуточныя числа 


между цфяыми, то все-таки будеть: 


пре (14-2 0 
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ДЬйетвительно, роякое дробное или несоизмфримое числе содержатея 
между двумя послфдовательными цяьми числами; потому будеть: 
р<т<р-1, 

тдВ р- иное число. Охоюда сльяуетт, что 

т 1 1 
{ Ну <@ач+,)< +5}: 
возвыйшая первый членъ этого неравенства въ степень р, второй-—вЪ %, 
прейй-—въ 2--1, мы только уснлимъ это неравенство, ибо большее число 
(и бблыиее 1) возвышщаемъ и вь выеную степень. Слфдовательно, будем 
иИМЁтЬ: 


и 


;. 


ее «Очи 


в-т т 
а это можио такъ предотавять: 
(анны) 1)" 1} 1 
— — --— 2. 
1-е <} < +} (+). в 


Эти неравенства имфютъ мото при сколь угодно большомь #ь а слёд., 
и р; но при безконечномъ возрастави р будеть: 


пред, [1 ыы пред, (14 ры 


пред. [ вы] 


слАд. оба крайне члена непрерывнаго неравеиства (2) въ предёль, т. в. 
для т и р==00, дфлаютея равными числу в; а потому ин поетоянно 


2 
==: 


находншаяся между ними величина (1+7) будеть въ предьлв рав- 


на с, что и требовалось доказать. 

30. Ло сихъ поръ мы предполагали # положительным; повмотримъ, 
что будегь, если оно будеть стремитьен къ 00, пробёгая отрицательныя 
значена. Положимь т== —0, гдЪ 4 будетъ уже положительная величина. 
Мы будемъ имВть: 


1+ 
и 
(+=) (5 
стфдовательно, 
прел. ( 1 +1] ". = . а . . 2 ; 
но 


прах (1+ ея) 


—_ я — 


слёдовательно 


пред. (1+ № е 
и въ случа, когда т отремитен къ безковечвости зрезъ рядъ отрица- 
тезьвыхь зваченй, 

31. Чтобы найти производную зил, дадимъ х приращеше А; тогда 
приращеше 9 функщи у==802 будеть: 

= @--й) — и: 

а это по извфотной формул тригономети можеть быть такъ иред- 
отавлево: 


05 


уе а (+) : 


ДЬля об чаети равелетва на # и переходя къ предёлу, будемъ имбть: 


п 
ШУ й 
у’ == пред. : пред, 2 — * пред. 005 (= =) (п) 
при й==0; но при #—0 


пред, воз ( = =] сов; 


—какъ то ‘было доказано въ $ 16; слБдовательно, если у==ЕНШы, то 


. = 
у’ вр а [2-5 (2) 
Тенно также найдем, что если у==008т, То 
у зщаво (51). (3) 


32. Переходныь теперь къ выводу общихъ овновныхь предложений 
дяфференщальнаго исчисленя. 
Т Придаваемая въ фунещи ностоннная иропадаеть вь производной. 
Пусть 
у=/®--С; 
тд С— постоянная; давая 2 приращеяе й, получимь для у прира- 
жене 


9=Ие----о1-Г-- С еи—@} 
слёдовательно 


э’=пред. = пред. Пе я 18 Г®). 


Напримвръ, ебли у=60зт-- С, то вы 

Н. Постоянный мяожитель фунвши остается и въ производной, 

Пусть . 
У-=АГ(=}; 

давъ 2 приращен!е й, получимъ дан у прирашене: 


у— А (#--®) — АДА (а-- В) — 7); 
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отсюда: 
$ 

У пред. у; 
ибо А поетояниое; т. е. 


ох д Пе 1 пр, ПеНО-И, 


и’ АР), 
откуда и слдуеть сказанное. Напр. если у==аа”, то у’==атам-1, 
Ш. Производная алгебранческой еуммы нфеколькихь функц равна 
такой же сумм® производныхъ оть слагаемыхь фумезий. Пуоть 
9=[(®)--$(2)—9@); 
давъ 2 приращеше №, найдемт, ириращене функши у: 
у=Ге--№)-- @--)—фе--и-—го-—о яя 
[Ре--®) — ге —8)]-фе-ь фо 
ДЬля ив № и переходя въ предфлу, получимь: 
®— в)--9( ‹ м 
пр р ПНА НОЯ ие, 


те 


у—г (8-Е —Уе, 
что и требовалось доказать. 
Напрямфръ, евлй 
ут -|-а* —1орх, 
то 


10; 
тата Ре 
у’ ты т 
ТУ. Производная от» произведещя ифеколькихь функц равна вуммб 
произведенй изъ производной кажчаго множителя по одиночкЬ на воь 
остальные множители. 
Предположимь сперва, что множителей два; сяфдовалельно, 
у}. а) 
Давь х лриращеше А, для приращеня 9 функишм у будемь ныёты 
= (е--1) 92-9 —Г®з@} 
придавъ къ сему равенетву тождество: 
0 —/Фзв--ю--Г@е и, 
мы получим: 
9—[/(е-*) — Ре) 1 (&-- №) РГ) [2 е-+ю-—Ф@)тТ; 
дБля вее на й, будемь имфть: 
ж-|-®)—/{2) й #--й)— 
НИЛ о--ь-рко 9-9, 
переходя къ предфлу и имфя въ виду, что 


‚ е--®)— И) 2; 


пред м пред. 9(#--№) (2); 
пре 9; пред. 9 


мы получимъ: 


У=Г(®®-+ Га) 9); (2) 
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елвдовательно, для случая двухь множителей предложене уже доказано, 
Для это равенотво на (1), мы получимь такое; 
УГО, 9. ® 
1) 9 
Въ этой форм легко его распространить на какое угодно число мно- 
жителей. Въ свмомъ хЁлЬ, евли $(2)—1(2).ф,(=), то по (3) будеты 
а Ее о. 
СВ (=), 
внося это въ (3), Пт что если у= $ то Ф (2), то 
УР Л ®) 9 ® 
=) 7(2) вы н(=) 
слвд, формула (3) р рпроетанненыя и на случай трехъ множителей. Лр- 
пустимъ, что она вёрна для случая п мкожителей; можно доказать, что 
она будеть вфрпа и для елучая и-|-1 множатедей. Пусть 


УИ АЕ...) фь-@), 4) 
и пусть довазано, что тогда 
ОР 9ьы®, в 
уе ле Г. Кр ща) К вы (8) 


ебли ПОложимЬ фи 12) == Г. 4(2) Фи(2), то будемъ имёть по (3): 
т _ Ты, 9-6) 
$12) 1-8) + 

внося это въ (5), получимт, что если 


=! ®..... (9) Г» 14) 9), 


я г РГ, ТО $.®, 
ая 1 ПОИИ ГАЯ Но) 


т. е. что форда (5) вБриа и для еллующаго чиела множителей, т. е. 
*--1, на которые разбивается данная фувкцы. Освобождая (5) оть зва- 
„менателя, принимая во впимане (4), мы получимь: 

у— ге. одре). Г, ед Ка -- Даг (аду, вы Н 
-- а. [,(2).Р(а ГОА (6) 
и т] 

что н требовалось доказать, 
Напр., если 


то 


ут еове ии, 
те , 0. 
э— т 


р, Вр ще вна, 


У. Производная оть дроби у==К о ) найдется такимь образомъ: ири- 


и: ) 
рашеве у фунищи у будеть: 
Де И) _ чае, 


$@--®) ч@) 99-Е) 


Е 


но чиолитель ф(#)/(=--®)-— Г) 9-Е) не ‘изифнитея, вели придать къ 
нему тождество == (2) /(=) —-$ (2) (=); а тогда будемъ имфть: 

о иа--®-—Наде--)-@а-- у -— едтре--В)— 92). 
Внося это въ выражене для у и дЬля затбыъ обф части на й (направо 
отъ знака= въ чиезител®), будемъ имЪть: 


оО) не аеьея.) 


9 . 
ъ 9.9 е-*) ' 
переходя нъ предёлу, поучить КО 
—_ 9 Ре (2) $'(2) 
у=ири ве‘ (1) 


т. е. производная отъ дроби равяа произведению производной чиелителя 
на знаменатель безь произвеленя производиой знаменатедя на чисяи- 
тель, дёленному всё на квалрать знаменателя. 


Напр., если 
уе 
Е ад 
то 
‚__ вов (вт бы (вови)"__ вор-|-вня тен 
у— с о 6032 бар я 1-Е. 
Подобнымъ образомь найдемъ, что, если 
у=е0т, 
то 
1 ры а 
У= эн 0% — (1-- во). 
Жени /(2)= А- постоянной, то {’(#) -=0, [ибо 9=/(я--®— Ко 


=А— А=0. влбловательно, Я 


=0, а потому и пред. 9—0 и пот 
у и пред.’ =0, му 


въ общей формуз6 для производной огъ дроби первый членъ чиелителя 
пропадаеть. Такимъ образомъ, ели 


а 
7—5)" 8) 
то р 
„—___ А) 
тт © 
Такъ, если 


1 , 1 
У У, 


— результать, который важно замфтить. Эту формулу легко вывести и 
прямо изъ опредёлени производной, что преллагаемъ читателю едёлать 
самому, какъ примфръ для упражнены. 

УТ. Производная фувкщи оть фуннщи равна произведенное пронз- 
водной первой функщи по ьторой, какъ бы по независимой перемфнной, 
на производную второй по незавиенмой перемфиной. 


—25— 


Пусть . 

| УР, ира) (10) 
въ такожь случа у будеть тоже функщя х, зависящая оть него чрезъ 
поередето перемённой #, в. потому у называетея. функцй отзъ функ- 
чеи к. Воли мы дадимь х приращене й, то и получить ирирашене 


9=Ие--в)—Г о), 
в Р(и-- 9) — Р(и). 


& у приращеше 


й . 
Производная у ло 2 есть ирел.‚.; но отношоне 


в 1.9, 
у’ 
сафловательно, 
% т 
пред. — прет., . прет. ; [3 
но 


Е * 
пред, =: пред -еР(и 
(какь будто бы м было пезависнмое перемЪивое,} и 
прод, ние 


внося это въ (11), нолучаемь: 


=). {12) 
Бла 

у=Ро. о, 
что и требовалось доказать, 

Напр., вели 
У = ов)", 
10, дВлая юрх-=и, будемъ им®ть: 
ум: 
ся®ловательно, по (12), 
ужи; 


]0ве 
но и’==- хо ВИобя 59 п Юрх вмфото в, похучимъ отсюда окончательно: 


ито. 


Еше примёрь: 
у = 08 (502; 
дЬлая зах=еы, имвемъ: у==ови; саВа., 


0 #’==605х; НОтомУ 
ю8е 


6082 =510бе. соб. 
яшх ь вы 


у= 
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Это предложен хегко обобщается. Если 
у=Ры); и=ф@}; э=фи); в), 


УЕ (и). 90) 0). 9, (13) 
гяЪ направо оть знака — каждая производная берегся по той перемфн- 
ной, которвя стоять подь зяакомъ функщи, какъ будто бы эта перемвн- 
ная была независиная. Пусть 


э== [ов (1 (*))}*; 


то 


лолагаемъ 
д; очыкни; ово; 
тогда 
у-ит 
и 
у’=ти"-и; 
но 
Пюре „ 1028 
Ве. ФСО"; и’ Е, 
16ве 
перемножая четыре послфдан равенства, по сокращени нолучимъ: 


105е Това 
УЕ 2986 созю ая 08а, 
м 10 


или еще, совращая и нодетавляя вмВего %, ®, в ихъ значения: 
у’==т [10в(зй{а”)) "1. вова (а*). а” 1ова. 

Постоянный множитель лучше деренести виередь; тогда окончательно 
будегь; 

у’— тдова.Пов(вй(а7)} "1. сове(ая) а, 

УП. Производная обратной фунюши равна едннин®, раздфленной на 
производную прямой. 

Дуйствительно, если у=={(2), 10 и =); 9 будеть обратная 
первой функп. Обозкачая чрезъ # прирашене 2, а чрезь # ирираше- 
зе у, мы можемь предположить, что при втором взРЛндВ на эти пере- 
мЫнныя у дано приращене #: тогда 2 получить приращеше №. Произв“ 


7 
водная 2 но у будеть пред; но 


почему 
в 
пред. =; 
пред. 
влбдовательно, означая производную х по у чрезь 2": 
04) 
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Тань, есхи 
а", 15) 
то 
(16) 
изъ (15) имфемъ: 
но 
(17) 


чакимъ образомъ съ помощю этого правила мы вывели производную 
зогариема—функщи обратной моказательной, изъ производной этой по- 
стБдней. 

33. Сь домошрю этихь предложенй мы въ состояви найти произ- 
зволныя огромнаго чиела функц, какь то дають понять предыдущие 
примфры. Теперь дяя наеъ возможно распространить правило образован!я 
производной отъ степени, выведепное въ $ 25 для пфлаго показателя, на, 


какой угодно. Пусть 


2 
у"; у [ 
отеюда имфемъ: 
2 у: 
отеюда, беря производныя каждой части равенетва, получаемъ: 
аут." {2) 


Въ ваможь ДЬшЬ: воли двф фуньщи равны, то я проязводныя ихь 
равны (мы имфти въ предложени Т прод, $ 32 случай боле общИ, въ 
хоторомъ этоть заключается какъ частный. ибо тамъ дв функщи раз- 
нихись на постоянную, а производныя ихъ окавалиеь равными); но налёво 
имбемь степень самого 2: д, — ей пронаводная есть рхР-1; направо 
имфемь фунищю оть фунеши, именно 4-ую етецень отъ у, который есть 
фунвия оть 2; олёх, надобно язить производную оть стелени у", какъ 
будто у быль бы незавионная перомбилая,-- получим дуг-1, и это по- 
множить на производную у 10 2, т.е. ла у’. Рая равенство (2} по 
У. получим: 
ды 
ат › 


р 
нося еюда вибото у его вырашен!с чрезъ 2, именно х*, будежь имть: 


рр м 


(8) 
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Опять, слВд. и въ этомъ случаВ, чтобы ваять производную оть етенени 

2, надобно умножить функцию на показатель, который затфиь уменьняить 

ва единилу. Въ частности, если 
Р=Це 


елфдовательно, 


имфемъ: 


Пусть теперь 


@ 


отеюда, 


полагая въ формуль (8) 8 32 А =1, $(5)==2”, ло формул (9) того же 8 
мы будемь имфты: 
тыс" —1 


——та-"—; 


для получешн производной оть стенени опять надобно помножить функ- 
но на показатель который ватфиь уменьшить на единиду. Тавъ, если 


1 
уфа, (5) 

то 1 
д, (6) 


согласно съ прежде пайдениымт, . 

Съ помощью лотариемовъ м правила УТ можно это правило распро- 
странить и на тоть случай, тогла ® число несоизи8римое и даже комп- 
лекеное, Возьмемь оть обфихъ частей равенства: 

у" 
Неперовъ логариемь; будемь имЁть: 
1ову== 1095; 
взявъ производныя, будемъ имЪтЪЬ: 


отсюда, умножая на у==х", получимъ: 
ужта"Ь—1. 
34. Въ У $ 32 мы нашли производный оть шт и сою; теперь 
нереходнмь къ отыеканю производвыхь оть 300% и созесх. Если 


== вех, 
то Такъ вакъ Ве падобно для нахожденн производной положить 
въ формулв (8) $ 32 А==1, $(2) -=е095, тогда, такь какъ производная 


У—=— 512, мы получимь: 


— 89 — 


Точно также, вели 


У=совесх, 
мы найлемь: 
6052 
— а. ==— 6005.00500%. 
509 


35. Производныя кругевыхь функшй найдутся при помоши правиза 
УП $ 32, для обратныхь функщи. Найдемъ производную оть 


у =атовны. 

Отсюда слфдуеть, что . 
-=Зу; 

1х, производная оть 2 по у будеть: 
2008; 


но производнан У по 2 равна единиц, дБленной на д’, т. е. 


= 
потому 


во 605/15, ИТ 2%, олёдовательно, если 
у==асзтх, 

1, 

И 


; ы ы 
эдфеь подь агочия мы разумен дугу въ иредёлахь — 5-и-- — изъ 


то 


зиела тёхъ, которыя имфють своимъ синусомь величину 2. Также нав- 
Демь, 470 води 


у=атосови, 


то 


зафеь мы предполагаемъ дугу въ предёлахь 0 низ 


Воли 
у— тест, 
то 
2— ву, 
и потому 
та; 

ко 
потому, если 


то 


1. 
Ут 


< 30 — 


Тавимъ зе образожь найдемъ, что если 


у=затосовеот, 
то 
ой. 
У——трия 
Пуеть теперь 
У — вгозес. 
Отсюда стфлуеть, что 
д—3есу; 


равоматривая 2 какъь функщю оть у, мы будемь имфть по 8 34; 


Авузеву; 


но зееу-ак; саб. у узеу-1= Уз 1, и потому полученлый 
результать можеть быть тавъ иредотавненъ: 


гит; 


Точно также найдемъ, что если. 
У — агесозоех, 
то 


36. Результаты, относлицеся въ созл, собот, 003602, а тавже агесоз, 
атесовк и агосовеет, могуть быть получены. изъ розультатовь, полу- 
чевныхь для зпыт, фра, 360% и атозиых, агбрх и аговесх ва овноваши 
того, что 


совете ( —); совесх вес[-7- —#) а) 


и 


п 
атоат; аговозеся ==>. —а105065. (2) 


т . 
агосова— 5 АГоЗНа; атобовви 


Дйотвительно, по иравизамъ для функщи отъь функий найдемъ, 
разужфя подъ { или ви, иди 4, или зесх, что если 


то, — такъ какъ и’=— 1, будеть: 


умей =] 


1 — 


олёд. получимъ: 
Чоу — воз (2. —#) ва; 
{3} 
{совесху==— Ш | = —=). в [ 5. —а) == -— 6045. ‹озесм. 


Что касается до функц (2), то изъ нихь по Ти П правиламь нахо- 
димъ, что 


и (агозта = —. № ] 
{аго0082} (агозта:) тие 
{агософеху== —(атовау= — т Ч (4) 
ев 1 | 
(агесовео»)’== — (агезес2) = ву } 


37. Для поясненя. какъ предыдуиця правила примзняются въ боле 
сложных елучаяхь, раздфлаемь нЪекольво примфровъ. Возьмемъ сперва 
пфаую разбональную функ; 

т) ужа ра рая „ая а»; 
здвеь мы имфемь сумиу одночаеновь, олд, должны примёнить прик- 
пить Ш: каждый члень соетоить изъ произведешя ифкоторой стенени х 
на побтоянное количество; какъ находить производную степени — было 
повазано яъ $ 25; постоянный же множитель но Г $ 32 сохраняетея вЪ 
производной; потому будеть: 

упав — Па - (и Ва рана. 
2) Пуеть 


это можио тавь представить: 
у=А(в—а)", 
то такъЪ; 
у (д—а)-"-— Аи", 
По правиламъ для функый отъь фупкый н для степеней паходимь: 
А") А тит тАн "и; 


& если положить #— 


но 
и’ (вау; 
влфд., окончательно 
у’ тд" тва)", 
зи ‘ 
у=——_ А. 
(фа 
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3) у=Аюв(т--а); У (также найдется). 


#— 
4) у— Ава бя о); Е 
5) уе -аь 


приибияя формулу для нахожденя производпой отъ произведешя и зам$- 
чая, что производная оть 2— а» будеть 1, получимь: - 
у-ва... вы) На) @— в)... ера, 
Не-а) е—а){е— а)... (ва, -Нар-а, (а —а,)....(#— @—1). 
9 уе е-адн.... а); 
примфвяя правило дяя получешя производной отъ произведешя и имфя 
въ виду, что производная” оть (2— а,)”* будетъ ших — 9:1, мы 
по взиМи за скобки общаго миожителя вофхь членовъ, получимъ: 
И (и —ауис (базы „бе аьутьтЦт( — 4.) (2 — а). (ва) -- 
Рив )(&— а.) ... (ва)... т (#—а,) (2 —а,)...(&—а, 
Сличан это выражене еъ самимъ у, усматриваемъ, что обиий напбольшй 
дфлитель ивлиего у и его производной есть: 


(е-ау-Це ат. .... бе-таутьт, 


ибо выражеше въ {} не дёлится уже ни на одно изъ воличествь 
=—а, и—а,....2— ав, ва воторыя только и дваитея у. 


ит , ах 
Еее, | _2 . 
ое Уре 
8) уу а (ео): 
И 
т 


1 
ат ов а нат (тловх-- 1). 


10) уззтзщы; узета” вле”. 005 — 2" Цаизныг-|- 26087). 


11) уж юсов; 


12) уе, 
13) уме, у ай 


14) уж (атениа)"; у’=-тиИатовта)"Ц—1. —. 


. 1 рим 
15) учете воет; Ты ях 


наи 
у. 31032 — 608% 6052 0525: 


соб зах кет — 4 звох Авода совой. 
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Послёднй результать можно было бы получить и сяфдующимь способомъ, 
Легко видёть что’ 


605% _ 30%: 60880 1 
ура Е 27-0 . 
8105 8105. 6082 $1127.6052 
2 
== Зоовет, 
т, е. 
==2603е025; 
но по Пи УЕ 82 инфемь, если и= 
== (возеси)/ 
ибо м’==2, а 
$034 
(созеси)’ = — 9 ==— води. 6086Си ; 
( ) пи ии 


(производная по Лагранжеву обозначению воегда относится къ перемфн- 
ной, оть которой непосредотвенно зависить функщи, т. е. ближайшимь 
образом); влфд. 


16) у= (атова")". 
Положямь 


у’-=— деда. обес. 


ато” и; а = 


тогда будетъ: 
ужи"; шагов ; в=а"; 

по правилу УТ, (распроетраненному) день поль: 
ужти"-т. 


или, вносй вмфото и п р ихь значеня: 
1 10а 
и т (атовкай и —1- 507. ——, 
у’ — т(атоща”) ть ее Тов 


ила, немного преобразуя, 


у т 


д (гии), т 
1 
17) у- (8 аси 2 ; (08 натуральный. ) 


Положимь 
пи-ылюу ато а" = атезт и =; 105 агови 2” == 1080 =: 


В 
тогла у==ы ; омыовательно, но тому же правилу будемъ имфть: 


У оя агемл 2*] 


вли, немного преобра: 
у 


1 _ 1 „опт, 
ЗИ ов(агсыша") атет я" У а 


Куреь днфбер. и пачегр. почил. 
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08%. 1— 2). 


в ‚_ ве 1юве-Е2юве 
бод МУ до = 


ум; 
Уря 
но м" найдется по правиламь для нахождешя производной отъ дроби: 


пер е.25 _ ева —1) 


®—1} [СЫ 
елёдовательно, 
__ {2—1 & (2*—2%—1) е (2 —25—1) 
Ура ^^ я а ае 


20) Вообще, евли ув, то 


чи" зи 


я = мя’ 


рая 


— формула, которую колезно замутить. 


ПРИМЗРЫ ДЛЯ УПРАЖНЕНИЙ. 


х алая 
и 
р ое е-3) о, 24—28 
у ав У @—8“° 


(1—2) 
4) у= (26 -—4а) уа-Е а; р 


Буза у 


, 
Бу. 


9 = Е И 
2(1-+уз уз 
10) ужей Вол ва — 6); уе". 


По уменя; уме (и — 0), 
в ,_ 49а | 
ет: ее 
= = 
13} у= (= ; у—в[7] [пн [-]} (находится, предвари- 
рительно огиртоиирукь ыы въ $ 33). 


14) „(уз)“ р 39" ое] (также). 


15) у” 108: =; за тыс" [0бх. 


и. 
5) ут — а-я) 
‚. 1-2 
Пу Е т 5 ть 98 (#+ ИГ); у Е. 


18) у=х — чих вов; уаз, 


19) уж"а.сов"х; у’ ==”, 605" 12. 0525. 


51 
20) 9 — п Реоя 


21) у-==2-Ню& оч); НЕ 


22) у Зи Зоае сое: у" 


1 
23) уже 


24) у рат ВИЗ у= ЭР ж--1)^ 


—« 
25) у—агия: ечыу 2, 
о-Навох , 


26} у==аг6008 = 


, —_ =). и . 
21) у ани [У а веер у Я — Ее 


Объяенить, ночему обф послёдшя функ имфють одинаковыя произ- 


звадный? 
з 


— 36 — 


виа, 1 
И * (—а®ут- 


И 1-м, 1 


о ур. 
В НИ рут, у АР, 

— В 
а— 


ГЛАВА И. 


Дифференцироване фуннцй иногихь независимыхь перейбнныхъ, сломныхь 
функщй и неявныхь фуннци, 


38. Если имфемь фупкцшо нфоколькихь независимыхь неремфнныхъ, 
нанр. функцию ® трехъ независимыхь перемфиныхъ 2, у, 2: 
и= Е(х, у, 2), (1) 
то мы можемъь измфиять или всЪ лерсмфиныя заразъ, или только нЪко- 
торыя, даже, напр., одну только, оставляя прочя безъ перемёны. Этот 
посафдий случай мы сперва и раземотримт.— Если мы будемъ изм- 
НАТЬ ТОЛЬКО 2, ТО И и 2 будуть, какъ неизмняюнуяся величипы, играть 
роль постоянныхь; если мы будемъ измфнять только у, то $ и 2 будуть 
пграть роль поетоянныхъ; если будемъ измЬиять только я, то 2 и у будуть 
играть роль постоянныхь. Отсюда мы усматриваемт,, что: 1-е, функшя 
трекъ первхбивыхь будеть имфть три различныя производныя, именно 
по каждой перемфиной, и 2-е, чго оти производяыя по каждой пере- 
ыфнной пайлутея по правиламъ предыдущей главы, если мы только при 
этемъ проч независимыя перемфнныя будемъ трактовать кавъ посто- 
япных.— Эти произведныя’ отъ фунещи # трех, перемфнныхь незави- 
симыхь м, у, 2, взятыя по каждой порознь въ предположеми прочихь 
поетояяными, называются частными производными данной функщи по 
2, по у, 10 2. Ихь, сл. будегь три; въ общемь случав фунеши я 
пережёиныхь: #= (5, у, 2...) ихь будегь %#: по х, но у, но 2,.....0 & 
Частная производная оть #(х, у, 2) по х будеть: 


бе, у, гие, | 


частная производная по у будетъ: 
Ре, У-ЕЬ, г)--Рь у, 2 
у и 


Ву, у, 2) —= пред, о’ 
частная производная по 2 будеть: 


КЕ, опр РЕЙ Рф) 


м 


ока # въ первомь случа, #—во второмъ, [—нъ третьемъ не достиг 
нуть своего предьла, не достигнуть его и отношешя частныхе при 
ращенй функши въ кажломъ случаВ =ъ вызвавшему его приращению 
„боотаьтотвенной независвмой пережфиной, и мы будемъ имфть: 


Ве-ь де де, 
В у--ь,) — Ву, 2) 


я Ведь 
а УР _ Ве.) 


тдв Ё, т, С овначають безконечно-малыя величяяы, исчезающёя — первая 
зыфотф съ №, вторая выфетЬ съ 4, третья вмёотВ съ 2. Поинежая первое 
равенство на 1, второе на #, третье на (мы будемъ имёть: 
т] 
Ека, у, а, у, В, |] 
уни 1- И 
Вторыя части каждаго изъ этихъ равеногвъ состоять изъ двухъ членовъ: 
первый членъ одного. порядка еъ приращешемь соотвётетвующей неза- 
висимой перемёниой, второй—выешаго. Первый членъ каждой формулы 
называется частным дифференшаломь по соотвфтотвующей перемЁн- 
ной и обозначается буквою @ оъ приписанною (обязательно) внизу въ 
видВ значка перемённою, по которой беретея этоть дифференщать—по- 
ставленною предъ буквою =, обозначающею фунвщю, или предъ харав- 
теристикою функи Р. Такимъ образомъ будеты 
Фи Ри, у, Ех. у,2)й,— частный дифферентахжь по 2; 
ауи=а,Е(т,у, Ех, у, 2), — частный дифференщахь по и; 
Фи—а,Ие, у, ЕЕ. у.2)1,-чаегный дяфферснщалть ло 2. 
Обыкновенно выфото д пишуть 42, вмфето # @у, вмфото { 42, тавъ 
хакь для независимой перемфиной дифференщаль и прарашене одно и 
тоже; тогда предыдупуя равенства тань предотавятея: 
Чи, Ех, У, г} == Р/(х, у, 2); 


Чиа, Ра, у, д ЕЦ, у, Чу @) 
фи, Ех, у, 2) == Ва, у, 242, 
Отсюда чрезъ раздлене на соотвётотвенный дифференщель получаемь: 


4, __ Чу, г). 


Ее ор" 
фи ЧР, у, 2 
р 
№ _ Ч, Ре. у, 2) 


@ 
Сльловательно, частная производная сеть отношене чаетнаго диффе- 


ренщала по какой-либо независимой перемфиной, къ дифференшалу ` 


этой незавиеимой неремфниой. Дейбникь и его посдёдователи до Якоби 
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{& ибкоторые и до сихь поръ) опускали значекь у буквы 4, обозна- 
чакщей частный дифференшаль функцию; полагая, что привуготые диф- 
ференщала козависимой перемфнной въ знаменатель достаточно иво 
`указываеть, по какой перемфилой берется и диффереящахль въ чиени- 


162%; но при этомъ въ частиыхь дифферевщазахь. 


аи аи аи 
т, Зи Е 
нельзя уже сокрашать числителя и знаменателя, ибо 4% въ каждомь 


изъ нихъ различно, что по сокращен не было бы яено. Такимъ обра- 
а в 
зомъ, т, предь внакомъ фувкщи получило характерь не чаетнаго, & 


а 
вимвола частной производной но х, —- & ун-т. 10 & Чтобы лучше 
а а а 
это поназать Коши перемниль ад 2. на Р„ а #8 2, (чо 
звляяось сокращенемь депубе рат таррогв & =.....); Якоби предложилъ, 
сохраняя болфе вошедшее въ |унотреблеше Лейбницевекое обовначене, 
перенфнить для частныхь производныхь, въ предупреждеше недоразу- 
ыБнИ, прямое 4 на круглое д; такимь образомъ, по его обозначено, 
котораго и мы будемъ постоянно держаться, будеть: 


Аа, у, ра . 


9% 
9 
ВИЧ, 5) т, 8) 
Ве ИРеИ». 


Важность этого усовершенствовая въ Лейбницевекомъ обозначени чает 
ныхь произволвыхь еще ясно выступить въ слблующемь $ 39. Вели напр. 
ии бауа, 


то будегь 
в 
=. Зуб бах; 
= 321 бау. 
Дая другого примфра пусть 
и= вто ‚ 


сябл. фунвщя двухь незавиенмыхь перемфнныхь; ея 0бЪ частиыя произ- 
водныя будуть: 
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39. Дадимъ заразь: независимой перехфиной 2 приращене Я, неза- 
висимой перемфнной у приращене Ф, независимой перемфнной # прира- 
цене [; тогла и--Р(т, у, =} получить ириращеню, которое означихъ 
чрезь /\и, такь что будегь: 

Дизе--й, и Ь 20-Е, 9,9. . 
Равенетво это не изрутиится, если придать къ нему слбдукищя два 
тождества: 
= е-ь и) РеНь,й, ее, у Нь а) Еа-РА, у-НЬ 9 
о тогда его можно будеть такъ предотавить: 
Ли=Еа--ь, у, 2) Ро, у, ЭНЕН, у, а) — Иа--Ь, у, 2) @ 
+ Ее у, 2) — Же у-РЬ 2). 
Но теперь по равенетвамъ (1) $ 38, мы будемъ имВть 
Ее ь, у, )— Вау, =ЕЛа, у, ВЕ @) 
Ее-ь У —Ра-ь и Ра и НИЕ = 6) 
оне, у-рЕ, Рон ук) =ЕДе-НЬ УВЫ @) 
здфоь 1, и $ озкачають то, во что обратятся бу и С, когда въ пер- 
зомъ перемёнимъ 2 на х--1, а во второмъ, когда кромв того перен- 
нимъ ну на У-|-Ё. Такь какъ мы разоматриваемь лишь непрерывныя 
функии, зо Р/(х-ЕЬ, у, #) булеть безконечно мало отличаться отъ 
Буа, у, @), т. е. будеть: 
Ве, у, = Ва, у, В, (5) 
тд 8 безконечно-малая при безконечно-маломъ А; а Е/(Е-- №, У-Ь 2) 
будеть безхонечно-мало отличаться отъ №,/(х. у, 2}, т. е. будеть: 
ЕДе-ЕЬ, У--Ь 3) = Е, у, ЭТ, (6) 
тд ‘7 безконечно-малая величина при таковыхь Й и &. 
Гри помющи (5) и (6), мы дадимъ (3) и (4) такой видь; 
Иа — Рау, == Виа, у В-ЕВА-ЕА М (1) 
ет, у, 2-Е У, ЕЕ РНАСЬЫ. 8) 
Внося изь (2}, (7) и (®) въ (1), мы будемь выть 
Дитера, у, А-В, у, ЕЕ, у, 2-Е е-НО-НОУ. {9} 
Зяфвь первые три члена направо оть знана (-=} одного порядка еоот- 
эБтотвенно съ й, Ё, 1, олд. мерваго, евли эти величины веф одного по- 
рядка, тогда какъ веф остальные выслтаго. Часть полнаго приращешя Ди 
фуякщи м, состоящая илзъ членовъ перваго порядка: 
Ех, у, В Еу(а, у, =) -- РИ, у, 8 
называетея полнылеь дифференталомь функши м н обозначаетен тавъ: 
ди или Ч (к, у, 2), 


такь что будегь: 

ди= Ри, у, 2) == Ра, у, в) В-- Ва, у, ЕЕ Ее, у, 8. 
Имфя въ виху сдёланное выше яамфчаше, что для независимой пере- 
мфнной дифференшаль равенъ прирамени, мы можем, замВняя А, 4, $ 
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дифферениалами независимыхь перемфиныхь х, у, 2, предыдущее ра- 
венство такъ написать: 

Чи ЧР, у, г) Ее у, 2) аз-- Ву, у, ада РЕ, у, дат, (10) 
т.е. [по (2) $ 38] полный дифферениаль равень сунмт частныхь 
дифференциалов. 

40. Независнмыя перемфнныя 2, уу мы можемь измфнять казъ 
тодно, только бевконечно мало: тогда всегда полный дифференщаль 
функции « ихъ выразится формулою (10) $ 39. Это измёнеше мы можемъ 
произвесги, наир., Такимь образомъ, что, выразивь х,у,2, проезволь- 
ными, ко непрерывными функщями везавнеимой перемфиной &, напр, 
привявы: 

2—9; уф; +30), (0 
затёмъ будемь изыЪнять & Въ этомъ олучаВ будуть: 
де $' (04; ву; а — И; 
внося это въ (10) 8 39 и разибляя об части результата, на 44, получимъ: 
Ч Аб д О-В О--ЕДььй 0, ©) 
или ира помощи Якобевекаго обозначеня частпыхъ производныхь отъ 


по 2, И, 2 и Чейбниневекато производных =, у, 2 по #: 
бы _Эи Че, ди Фр ди а 


СЗТ ® 
Это равенство выражаеть правито дифферепкаронаяя еложныь функшй 
и служить важнымъ и пеобходимымь дополнешемъ къ правиламъ диффе- 
реннировамя функШЙ одной независимой неремфииой, безъ котораго мы 
не могли бы вайти производной весьма многихь функшй. ДЪйетвительно, 
когда мы подотавямь вь и= Ра, у,е) вмфего 2, у, 2 ихь выраженя 
чрезъ # изъ равенствъ (1), то « обратитея въ функцию оть & эго будеть, 
олёдовательно, до подогановки функщя, зависящая оть # чрезь поеред- 
ство перемвнямкъ 2, у, 4; завиеимость эта болфе общая, чЪмъ раземот- 
рвиная въ $ 32, тлВ функши отъ функщи зависть отъ независимой 
перемфнной чрезь посредство одной только перемБнной. Формула (3) пока- 
зываеть, что производная сложной функши м оть #, зависящей отъ этой 
перемённой чрезь посредство перемфнныхъ 2, у, 2, найдется, если чает 
ную производную но каждой изъ этихъ поередетвующихь перемфиныхъ, 
какъ бы о независчмой перемфиной, иомножимь на производную по & 
оть этой перемфиной и результаты оложимъ. 

41. Тавъ, если 


и == а -|-2жу-- су, (1) 
я 
2=азш; — уз веовь, 
то сперва находимъ: 
4 
ур ==0008ё; 4 = @) 


& Ро 
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затьмъ частный производныя оть м по хи у, какь по независимымь 
перемёняымъ (стало быть, разоматривая всяый разъ другую, какъ по- 
отояиную): 
би рае рови: И аби ву О 
5 9: зу %у ; (3) 
такъ какъ по правалу $ 40 будегь: 
Чи __ ди г, ди Чу 
м Руа’ @ 
то, подетавлия сюда найденныя во (2) и {3) зяаченя, булемъ пыбть; 
а 
== 2(вавни-|- 36056) 460% — 2 (фаз? -[-еВеозй) Вени 
==26аВ (603% — вт) -{-2 (аа — оВ*) ше. совё == 
= 24900324 {- (пай —еВ*) зп? 
Второй примфръ: иуеть 


у=, 
ТВ м и о суть фувещи независимой перемчной 2. По тому же правилу 
будемъ ныбты 


4, ди ан, ду а» 
4е—бв Фу =' @) 
2 риа, ВИ ищовы: баз 
во За и Чови ; слЪдовательно 
46 оаи 4%. 
= ==" Е те иЧови (2) 


Въ частномь случа можеть быть и==и; *—=х, вафдовательно 
у; 8) 
С: 


чтобы найти р’ ЧТонтЬ только изъ {3) подотавить во (2) и принять 
и [2 


% 
во внимате, что тенерь =! я ==1; тавимъ образомъ получимъ: 


я 2.22.1 аЧонт.1, т.е; не 2 1-0). 4) 


„Празивч. Формула (2} можеть быть получена и друснись способом. 
`Беря хогариемь оть у==ы", будемь имфть: 
1ову=о8и ; 
беря производную, получимъ; 
1%" ираи: 
я -70ви; 
помножая это равенство на у=-м“, получи; 
уши ори. 
Также уфшится вопросъ и въ болфе сложномъ случаф, когда, 
уни" и; (5) 
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положив 1® ===, мы будемь пыётьы у=-ы’, и (обозначая производным 
по Лаграяжу) 

ул иЧови. г" ; 
Но 4==1®; вдБдовательно, 

ие 4" 089.6", 
и потому 

удивит об. ), 
или, вноен вмфото 2 его величину, 
пе и ие фр овиилие у Доб. ле. 
42. Въ олучаЪ, когда имфемъ 
и= Е, 1, 5, 

тдь Е л, С ель фупкщи 2, у, д, ©, в эти послфдшя функши #, ломвый 
дифференщаль ея будеть: 


ди ди ви 
9 — 9 р, 


С кд по 8 40: 
4 8% ,, & 8 
а С М 
м, 8 
ау 2+ ба 


и савдовательно, 
4 (=. ди 91 ды ®) (22. и 91, и. я 
# Ве Г 8 Г Е бу 9 и 
==. 8 Кио 24. =)» +. бо 7 ди и 
ЕТ % 92 Е Г 5 
Разематривая о акт при 2, у’, и +’, мы видвмъ, 910 они суть 
чаотный производныя отъь & но 2, у, 2, какъ-бы по независимымъ пере- 
мннымъ, оть которыхь м зависить чрень поередотво &, \, ©. ЛЬйегви- 
тезьно, имфя въ виду, что ири взями частной производной по вакой- 
либо независимой перемфиной проф я независимыя перем®нныя счита- 
ются за постоянныя, жы должны при нахождени чаетной производной 
по кавой либо неремнной независимой, въ случа, когда оть нея фукв- 
зфя завпоить чрезъ поередетво другихь перемённыхь ®, %, (С, принять 
правало 8 40; такъ что будеРь: 

ди ди Е ди 90 ди &. 

ыы 

ди ди Ям м, х {2) 

УИ‘ ит 


ила 
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43. Обратимь внимаше еще на тоть случай, когда фувкщя # зави- 
ситъ оть какой-либо перемвнной 2, какь непосредственно, такъ и чрезъ 
коерелетво фунещи ) и © оть этой перемфиной. 

Выражене производной по х (частной, есзи перемфиныхь незави- 
вимыхь ибоколько, или просто производной по 2, если независимыхь 
поремфнныхь только одна 2) найдется, еблы въ первомь равенствь 
& 1 & з 8 ой 


изъ (2) $ 42 примемь =; тогда и 05 9, и 
‚мы будемъ имёть: 
7 5 ди 9% ди. 8. 
бт бет би 
ды х [© 


м 

итд 

Зяфеь въ первомъ равснетьв направо вмфето Е поетавлено равное ему 
х; налфво производная по 2 заключена въ скобки въ отвише оть про- 


ди 
изводной -., направо стоящей, которая берется оть № по =, наоколько 


и неноередетвенно завиеить от я, тогла кавъ мальво стоящая пройз- 
водная взята, принимая во знимане и завионность в оть 2 также и 
чреяь посредогво перемнныхь 4 и, Если бы у и { бызи бы только 
функщи 2, такъ что 2 завиефло бы оть одного 2, непосредственно и 
чрезь поередотво и м $, то скобки налво стояшун етановятея излишними, 


ибо тогдя иалфво будетъ мы 
Ян _ ди ит 


НН а @) 


4% . ды 
Здвеь Е называется яолною яроизводною по 2, тогда кавъ зе 
ди 
вов промззодною по 2. Въ (1) (5%) будоть полная чаетная произвол. 
ды 
ная по 2, а 5, пробло частнай производная по 2, отвосяеь в непо- 


средетвенной зависимости # отъ г. 

44. Мы упомякули въ «Введеюи», что въ случав функции миогихь 
лережвиныхь (не меньше двухъ), можно послёдныя измЬнять такъ, что 
функщя бдеть сохрашять овое значене; по въ тавомь случаф одна изъ 
независимыхь перемфиныхь будеть уже фунвтией остальных», назы- 
ваеной неявною, ‘и тавимъ образомъ возникаеть вопрос: нах найти 
производную неявной функции? Предположим сперва, что имфемъ 
функтию 

= Вх, у) 
двухъ независимыхь перемфнныхь 2 и у; будемь измёнять у въ какой- 
либо зависимости оть х, т. е. примемъ у за какую-либо функцию оть 2; 
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тогда и и обратится въ функшю одного х, и его полная производная по 
2 будеть по $ 43: 

Чи _ди , ди ау 

Ч бт а 
Если теперь будемъ измёнять у въ зависимости оть 2 тажь, чтобы было 
постоянно 


= (в, У) =, в 
4% 
то тогда будеть 27°, вавъ производная оть поетоянной, т. е. будетъ: 
ди ди ау 
жж + баз” 0, (2) 
или, вмфето & написавъ Ех, у), будеть: 
ов й 
2+3 == 0. (8) 
ду 


Такимъ образомъ изъ уравнешя (3) и найдемъ выражене де аи у; 


поелёдий можно исключить изъ этого выраженя при помощи (1). Ураз- 
неше (3} называется яромоводныме уравнешя (1). Сабл., ‘ипобы найти 
производную меявной функции, надобно составить производное урав- 
нене, которое зазЪмь и решить по У’. Для гоставлемя же пусиз- 
водниго уравненя, надобно взять полную производную первой чаети 
даннаго уравненёя (т. в. нопоередетвенно по 2 и чрезъ поередогво у) 
и приравнять ве пулю. 
Пример; 


я и 1= 
Означая первую часть чрезъ ©, будемъ пмьть: 


8ы _2% ды у 
&-=: тт 


. @ 
и, влбл., для опредвиены и, будемь имфть такое производное урав- 


неше: 
2у ау 
а? и $: `45 
откуда найдемъ 
Чу 6. 
9 ау ву" 


Очевидно, что уравнеше (3) получить, если приразняемь нулю пол- 
ный дифференшаль функщи Ё(х, у), представляюнуй первую часть урав- 
нешя (1), и результать раздёлимъ на 4х. 

Примеры: . 


я 
у 1-0. о Зи ао. 


= 45 — 


45. Такъ какъ при нахождени чаотной производной по вакой-либо 
невависимой перемфняой, профя незавиеимыя перемфнныя читаются 
за постоянных, то предыдущее иравило можеть служить и дия нахож- 
дения чаетныхь производныхь неявныхь функщЙ многихъ перемфиныхъ. 
Такъ, если имемъ: 

Ка, у, 2) =0, [6 
то въ силу этого уравнешя 2 есть функшя х и у, а потому будеть ить 
двф частныя производвыя: 

92 8 

‚ ЖЕ ду’ 
Для нахождешя первой трактуемь у какъ ноотоянное и по правилу $ 44 
находнмь уравиенге: 

И - © 

я в — 

которое называется частнылиь производны,мъ по 2 уравненелиь; его пер- 
вая часть всть полная частная производная по х отъ первой части 
даннаго уравненя. 


й „88 
Дия няхожденя ду "РАктуеиь © кавъ постоныков и получаемь частное 
производное уравнене по ", 


{8) 


цервал часть котораге есть зюлная чистная производная по у оть пер- 
вой части даннаго уравченя. 
Призивиь: Пусть ыы ово 
2 


Е 


Примфиял изложенное правило, найлемь чаетвое производное по х 
уравнене: 
22 9 
де 


и частное производное ло у уравнене: 


изъ второго: 
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46. Если имфемъ т уравнешй между ® перемфинными и эти урав- 
нешя независимы *} п не противорфчать одни другимь, то #® изъ пнере- 
ымфнныхь будуть фунвьщами остальныхь и —т. Пусть, лапр., даны два 
уравненя: 

бе, у, ври, ==; @ 

(о, у, арзь, в) = 0, 
между 5-ю перемёвнымн; въ этомь случа даб перемфнныя, напр. 
и и ®, будуть функшями остальныхь: х, у, 2. Спрашивается, какъ въ 
такомъ случаЪ найдутся частиыя производныя функШЙ ми в, напр., 
по 2? Чтобы найти частныя прокзводныйя по х, мы долены считать 
у и 2 ва постоянный; тогда {(е, 9, 2; и, т) и Ел, у, 2; и, ®) будуть 
сложный функши 2, зависящая оть него какъ пепосредетвенно, Тавъ 
и чрезъ побредетво неремфнныхь м и о, и сохраняюлия свое значеню 0; 


а Е 
потому полныя частныя производныя ихь 10 х, именно 5) и (, 
должны быть равны 0, т. с. будегъ: 

27) __ бд, д 
(быть ааа е 
(ЕЕ ор р 
#)= де ди бр Г к ^ 
й бы д» 
Рыпая эту систему уравиешй первой степени относительно 5 Из 
по этимъ величинам, мы найдемъ: 
ОЕ ороЕ РаЕ_ ГОРЕ 
7 дв. % _ дыдЕ деды, 8) 
= ГоЕ` 0% де Э0Р 


9% 

Такие точно найлутся и частных производныя фунещи вари по не- 

зависимымь перембннымь у и 2. Также поступають и вр случаяхь ббль- 

шаго чиела уравнемй и незавиенмыхь перемфиныхь и фунхшй, 
Примтру: Дана снстема уравнение 


РЕ 

ау" яеятя-1. @ 
Здфеь 2 уравнешя съ З-мя перемБыными, елфд., двё изъ нихь, напр. 
уно, суть фувющи третьей, 5; потому здЪеь мы должны отыекаль 


7; 


=) Уравневши пезависнмы, когда мервыя чаети ихъ прехставяяють цезшии- 
стиыя фулющя; зависимы функц! будуть тогда, когда, можно по даввымъ значе- 
Нлиъ однихь вычиелить значещя другихь, ве зная авачешя самихь незавиой- 


. ИЕ ИИ 

инхъ перенфивыхь; так напр. Уж НА- и У УЕ З ив 6- 
хуть везавасимы, ибо, зная значен!е первой найдемъ значене второй, не зная, 
пря какихъ значешяхь ги у первая получаеть давное значене. 


— 41 — 
ау йа 
2-й д-==. Приравнивая нулю полныя производныя оть первыхь 


частей т уравненй по =, мы будемъ имвть (по раздёлени на 2 
первыхь частей имфющихь получиться уравнен): 


„ Е „8 
а-я" —0 ду; ® 
`ёшая ихъ по у’и 2, получамь: 
22 11 
ба в йа. в) 
у у т ту! 
Уи ям 
ПРИМЪРЫ ДЛЯ УПРАЖНЕНИЙ, 
8) Функц многихъ независимых перемённыхъ. 
риже-мчУяь — _ 

м . Е у. 9 зи ту ®, 
эп: 9 и у! 
ди? Зи) 2 - НФ. 

2Изу 
ы ди ди 
2) И =: пав ит, и @н. 
3) и—-9—-Рум - аддову; й 
Е ‚ 96 гай. 2 0 
ы За - чобу; зу 4уг-| “ № у; 
фи (За? мовузае |. (- Ча =) ау—узаа. 
4) „И ае-|-21--И а -Раху*; то же найти. 
А Е НЕ ИИА ам 
Би ь рР и в, я 
а (еду — 49). 


оз - 4х 
Чи == Ззвесвт. : @-- Ия 
ди бы в 
8) ие рейв болей; найти т ор в 4ы, 
7) «= а” — Зе | ава)"; 


ди ца" — 868 ав)" [ее —_зеау + . * 
бит яЯжи—ияя; 

Е ды г = 
я 7 = ий 2“) 


Е 
ул 
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Ъ) Неявныя Функщи одной независимой перемённой. 


Найти производныя уравнешя олёдующихь уравненй: 
1) *—2тлу уфа —0; производное уравнеме (по совращеши на 2): 
я—ту--и—ту=0. 
2) 2 Заху-|- 3—0 (Декартовъ листь); производное уравнеше (по с9- 
кразжения на 3): 2*_—-ау-- (у — ау’ 0. 
3) 21 Зал ==0; производное уравнеше (по сокращены на 2): 
253 —Зау?-| (293 — За —0. 
4) у=р2? (полукубичеекая парабола). 
5) == (1—1) (Ленниеката). 
3 
6) уз ре {циосоила Дгоклеел). 
т) (2—6 узлу (козел), 
8) у" ааа Зуя — 2428-20 (каржонда). 
9) = а. аговоз У уу (цивлояда). 
10} 2—а-0; проивводи. уравневе по сокращевш наи: 2^ ювзу’ 0. 
11) ове--та" --ф=0. 
12} Ия. зу — 
13) 22луз — Злу? | Чу За =-0. 
14) ж—и--1=0. 


15} у" = (@— 21°; производное уравнеше: -— ту + а из 5. 
ИИ а а —виуая 
10) дит 0; пришводиое зранис И. 


17) у=яовх; вывести уравнеме: ху’— (2--у)=0. 
18) у=асоз 1 вывести уравнене: 2®ду-= (ух —х4у)уа"—у*. 
19) у— 2—0. 


20) ато о у 


21) а/м 
уг 


22) хе | аузта==5, 

23) узных— 008(#--9)=0. 
24) уз— Зуагозтя-- 23-0. 
25) уатоех — у =0. 
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©) Системы совокупныхъ уравнен!й. 


; ал оауз- з фи. Найта у’и 2’ (2 незав. лерем.). 
За 2уг—би--0, Найти у’ и г. 

3) ди\г- созущия=-0; Зу—ае==0. Найти у’ и г”. 

4) 2 уе — За а=-0; ув -0. Найти у’ и 2. 
5) 2 уз-- 23 — бауг--0; офуа-а. Найти у’ их. 

9) оу риа рвал ура ия неа, 


Найти у’, 2, в’ (2 незав. перем.). 
и 


Найти у’, #'’, и’ ( невав. перем.). 


4) Неявныя Функщи многихъ перемфнныхъ: 
РИ АА 2 д 

1) 21 —Зауз-- 308 (2°4- у) -=0. Найти д: # м. 

2) Въ примфрахъ подъ 6) предлагаемъ взять каждое уравнене енстемы 
отдфльно оть прочихь: тогда одна изъ перемфиныхь сдается фуньщей 
остальныхь; найти ея частныя ироизводныя, 

3) Въ примбрахь 6} и Т) отбросить по одному уравневро: тогда 
двЬ перемфиных булуть фуньшями осталрныхь двухь; вайги часкный 
производных первыхь но послдчимъ, 


ТЛАВА 1. 


Производныя и дифференщалы высшихь порядковъ функщй одной неза- 
висимой перемфнной. 


47. Производная веякой функщи одной незавиенмой неремфиной, 
будучи вообще функщей тойчне независимой перемфнной, будеть иифть 
евою производную, которая по отношенмю кь первоначальной фуикийт 
булеть уже иронзвойная второго порядка; эта послёдиля будеть имёть 
точно также свою производную, которая будеть по отношешю въ перво- 
зазальной фуньтин производною яшетьяео зорядна пт. д, 

Пусть у 


чотда произвозиен 1-го порадва 


производная 2-го порядка будеть 
и Я, 
=} 


Курсь дабфор, п ивтьгр. нсчвси. 


производная 3-го порядва будегь: 
пр" 9" ® 
ОР = ар ' 
п вообще производная ®-го порядьа будеть: 
ду" _ арт] 
о а), 
48. Мы нмёли выше такое соотвошене между производной функ- 
щи одной независимой перемВнной и дифференшалами функц и неза- 
висимой перемфиной: 


ду (дат: [о 
возьмемь дифференшать оть обфихь частей этого равенства; будемъ 
имфты 

4.ду—аР(а)аг. (2) 
Лёвую часть этого равенетва принято такъ писать для краткости: “у, 
такь что 

Фу — 4.4; (8) 
что же касается до второй части, то по П ‘теорем производная отъ 
Редаг будегь 

Рада», @ 
5бо йт, какъ дифференщаль незавиенмой ибромфнкой, не завиеить оть 
нен, а есть величина совершенно произвольная н потому, какь постоян- 
ный иножитель, сохраняется въ производной; но дяфферепщать фунЕ- 
щи равняетея ен провзводной, умноженпой на дафференщаль незавн- 
силой перемфиной; потому, помпожая (4) на Ах, будемъ имбть: 

ада" одав. ах ваз, 
Гвдь 45°—(42)*]; подставляя отеюда и изъ (3) во (2), нолучииъ такое 
выражен!е дафферениала отъ дифференшала, иначе дифференщала 9-0 
порядка чрезъ производиую 2-го порядка и дифференщаль независимой 
перемфиной: 

Фу Рева, (5) 
т. е, дифференшаль 9-50 порядка фуннии равняется произведено 
производной ся 9-0 порядка на хвадрать дифферениала независимой 
переменной. Отсюда, лия 06% части на 42, получимь: 

2 го, Ю 
т. в. производная 2-20 порядка равна дифференцеалу 9-0 порядка функ- 
це, разбъленному на квадрать дифференцеала независилой перелиьнной. 

На этомъ осмовано Лейбниценокое обозначене производной 2-го 
порядьа чрезъ дифференщалы функщи и пезавяеимой перемённой, какъ 
о ноказываеть лёвая часть равенства (6). 

49. Дяфференцируя (5), помня, что 42* ие завиеить оть 2 мы 
получимъ: 

а. авиа ааа"; 
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вводя обозначеще: Фу=40йу, и принимая во внимаще, что 4/“(2) == 
={”(л)аа, мы получимъ окончательно: 


Фу-геь, ^ а 
откуда въ свою очередь 
4: 
ао @) 


лакъ выражается, одно чрезъ другое, дифференшаль функши и произ- 
водная — оба 3-го порядка; послёднее равенство покалываеть Лейбницев- 
ское обозначеше производной 3-го порядка. 

Обобщая результаты, полученные въ этомъ и предыдущихь $$, мы 


ау да, (8 
ль 42" (42, а 4*у-=й.4"-/], и докажемъ, справеднивость ея и 
дая олёлующаго порядка, т. е. ®-- 1-го. Дия этого беремъ отъ объихь 
частей дифференталы, помня, что Я" не зависить оть <, а 4/4 (2) == 
—/ (а; мы получимь: 
ааа == реа а)ах. вх, 
т. е. полагая ФН = 4.9%, будеть 
ау (аш, 
откуда и сябдуеть справедяявость формулы {3} для веякаго норялка. Изъ 
этой формулы (3), дьля обЪ части на @&*, получаемъ слВяующее выра- 
жеше для проязводной я-го порядка чрезъ дефференщаль фувкщи того 
ше поряхка и дафференщаль независимой перемфиной; 
т 
Я 
50. Объяенивь, что такое производная п дифференщаль высшаго 
порядка отъ фупкши одной незавненмой перемфиной, найдень производ- 
пыя звыешихь порядковъь простЫйшихь функц. Начнемъь со степени, 
1. е пусть сперва 
=”, а) 
ТБ ® какое угодно количество. Мы знаемъ, что 
ут”; 
но % постоянный множитель и потому нри новомъ дифференцировани 
должешь сохраниться; что ше касаетсн до производной отЪ 2”, то она 
найдется но тому же правилу, нахь и и’; едФх., 
у’-=тоя — Тая, 
Также точно кайдемъ, что 
у’=т(т--1) 8—2)", 
и вообще, что 
у9—тит —1)(т— 3)... (и-и-- 0". {2) 


4“ 
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Для доказательства вёрности этой формулы для воякаго и, достаточно 
еще разъ взять производную оть обфихь частей, держась тёхъ же пра- 
ввль, и мы получимъ, что 

учит —1)т—2).....бв О пай, 13) 
что выводится изъ (2) прямо чрезъ перемфну ® па ®--1, откуда и сл 
дуеть справедливость формулы (2) для воякаго м. Замбтимь, что. если 
эт есть ПВхое число, пусть и, то формула (2) дасть для у®) постоянную 
зеличину:. 


аут (в —1)@—2)......3.2.1.29; (4) 
а формула (8) для оядующей производной нуль: 
я (и—1)(#—9)........ 3.2.1.0=0: 


отеюде сяёдуеть, что ифлан положительная отепень х имфеть только # 
производныхъ, если 9 есть показатель степени. Ниже мы увидимъ, что 
этимь освойотвомъ обладають вообще ифлыя функц: 

ат аа азам... .Раноье-Нан у 
но и только онё: ве друми имБють безпредёльшое число производныхъ 
функшй. Еели, напр., т==— 1, то есть 


у— 


то производная я-го порядка будегь: 


= (— 1 _1.24 


6) 
Ееди ж--, 10 ель , 
2 
у=Ия=2, 
ы т мт 
О и Ее Е 
р Ты х . (® 
51. Мы имфли, что если 
у=а", 
то Юва 
Я пре} 
т. е. чтобы получить произвочиую огь показательной функши, надобно 


Тюва 
функшию помкожить на ре! такь какъ это величина постоянная, то 


она сохравится п въ производной оть у’; что же касается до а”, 10 
его производная пайдетея по тому же правилу, т. е. чрезь умножеше 


на га тавимь образомь будемъ имть: 


„. [98а . 
— ко), 

Продолжая олдовать тЬмъ же правиламъ, найдемь, что производная #-го 
порядка оть а” выразитея формулою: 


ум [№ 
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евраведливость которой для нсякаго и докажется по тому же прему 
заключеня оть # кв в--1. Еелиса-=е, то мы будемь инфть для 
веякаго (и): 
уе; УЧ, (2) 
т. ® производныя этой фунюши вофхь порядковъ будуть равны самой 
функщи, 
52. Производная оть у—105х есть алгебраическая фувеци, ибо . 


(1) 
а потому: 
ое" Иов —1) п 
‚или окончательно: 
9-1)" '1.8.3.... (#1) те . ©) 
53. Пусть 
у иых 
тогда 
у’ 5 (1) 


дифференцируя это равенство — вторую чаеть по правплу для функши отъ 


функщеь получим», такъ какъ [+= —(х)у=1, слблующее: 


р хп . я 
ища] = (#27). [8] 

Поступан съ этимь также и руководетвулеь тВми же правилами, найлемъ: 
ув [2--3 5) (8) 


и вообще 

обоя @) 
справедливость чего для всякаго ® докажется опять по тому же ето- 
вобу заключешя отф 9 къ и--1. Также точио нафдемь, что если 


у = воз, 


то 


(5) 
54. Переходя къ общимъ теоремамь $ 82, мы легко замфтимъ, что 
1, Пи! распространяются и на производныя выешихъ порядков: 


вели 
у= Эс, 
7; 


Ка 


то 
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если 
Аа, 
то 
у Ао; 
т у-о®--а— 9, 
то 


уе 99. 
— Навъ прихожеше предыдуптихь правиль, напитемъ производную го 
порядка пфяой функц: 
рии ата... аня аь, 
которая будеть: 
уе ая (я —1)®—2).. ата 
наи) 3). ета" ра _ипт—1)0т—2).3.2.1.2°, 
откуда слёлуеть, что пфлая фуншйн степени я пмфеть только произ- 
водныя до порядка ® включительно (какъ ся чаленъ съ памвывтею” ете- 
пенью 2, т.е. 4,2”). Что же касается до произведныхь высшаго порядка 
оть произведешя двухь функц, то для нихь имфотся формула, извфет- 
ная подъ назвашемь формулы „Лейбница. Пусть 
Уи, (1) 
тд ми суть функши 2; по правилу ЛУ $ 32 [формула (2], мы 
вмбемь: 
уже их, {2} 
взявъ производныя отъ обфихь частей —во второй оть каждаго чдепа 
мо правилу ТУ $ 32, мы будемь ямбть: 
миа" 
или, соедипяя сходствениые члены, 
5” уу аи а. {3} 
Беремь оть обфихь частей этого равенства производныя по тому же 
правилу— во второй оть каждаго члена, будемъ имёть: 
ори ди" и" и", 
или окончательно 


ито З”-иу". {4 

Разематривая формулы (3) и (4), мы замфчасыъ, что коэффищенты 

въ нихь суть т же, чт вь биномь Ньютона для и=? и и=3, а 

показатели порядка производныхь каждаго изъ множителей данной функ- 

ши стёдують правилу показателей лая и=2 и я=8. Это заетавляеть 

предполахать, что общая формула, т. в. для производной я-го порядка, 
будеть такан: ” 


ки Срит- о Ср ..е.|- Ортдян|- 


Чому, (5) 
тдБ СТ,С1,.....Св обозначають кооффищенты бинома Ньютона, т. е. 
_ пи—1) „__ (1)... ит). 
И ОО тесте © 
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Взявь оть каждаго члена обфихъ частей равенетва (5) производную по 
ТУ $32, мы будемъ вмфть: 
поно Стат Отит" ро ад -и 
я и 

От бии--..-(СР--Тым ты мовы. 
Но, по извфотнымъ свойствамь пооффищентовь бинома Ньютона: 

1-Е ОР СЕН О-о -ОТ И „болот... 
иотому полученное равенотво приметь такой Видь: 

ое О О-о". . оо, 
что получается изъ (5) чрезъ перемёиу ® на п-|-1. Такъ кекъ формула 
{5) вБриа для = и в-3, то отсюда занлючаемъ, что она нфрна хля 
всякаго 2. Эта формула (5) и есть формула „Лейбница. 

Прилноръ. Пусть у— а” чих; тогда 


а р у зна: тер ода ащ[ет) } 


Тюве 
н(а-—1) га 5 « 1084 |. ЗИ 
+5 “(ее 582-271) еее } ще 1) 
неза(#-- т) . 
Если 
уи-, 
то полагаемъ 
2. ==Т; 
тогда будеть 
у==иУ, 


и его производная #-го порядка найдется по формудЪ Лейбница, гл 
выфего производныхь 7 налобно будотъ подетавить ихь выраженя чрезъ 
производныя и , получаемыя по той же формуаВ Лейбница для 
%-=1,2, 3,..до п. 
и 

55, Для производной выанасо порядка отъ дроби 5 пмфетея тоже 
формула, но только она сзишкомъ сложна для того, чтобы найти мфето 
зь элементарномь курев Дифференщальнаго Иечиелешя; тоже должно 
оказать и про производлыя фунецщи оть фунта, а потому мы пока- 


*) Изь (6) слбдуеть, что 
эки-— 1)... (я— т--Т) т) _ и вт 


ыы 
был 1.2.80 2.. эт-ЬЮ — "ит! 
слфд. 
1% ы —т) _ и 5-Е 
ничо 
НН са 
тии] ср, 


что и требовелось доказать, 
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ЖемЪ только, какь можно постепенно добираться до производной тре- 
буемаго порядка въ этихъ случаяхъ. Что касдетоя до производной и-го 
порядка отъ дроби, то если 


мы будемь имфть 
ул, 

и дифференцирун посафловательно я разъ это равенетво, лвую чаеть 
по формул Лейбница, мы будемь имёть -|-1 уравненй первой ете- 
пени относительно. у и ето произволныхь до порядка ®-го, изъ кото- 
рыхъ и можно будеть опредфлечть и-ую производную, иоключивъ функ- 
цю у и вс ея производныя до порндка # — 1-го вьлючительно. Такъ, 
въ случа ®-—-2, мы будемь ить: 

уожи; у-ух--и’ 
отеюда, ноключая у и 5’ но ©1060бу лодетановлешя, найдемъ: 
зи” — ыы Зои — во” 

я 


у’ 
Впрочемъ, если норядокъ не высокъ, то можно находить производных послф- 
довалелено, примбняя правило диффереявировая!я дроби. Такъ, зная, что если 


то 


и дифференцируя это равенство по тому же правилу, жы будемъ имЪгь *): 
о ии ии) бе иена 
м, 

или сокращая на х и раскрывая скобки: 

зы" Зои Зои — ву”и 


У’ - т ‚ 
что согласно съ прелыдущимъ. 
56, Пусть теперь 

у— Ри), а) 
ть 

и— (2); 
тогда по УГ $ 32 пыфемь: 

= Р(и)[ =); 2} 


дифференцируемь об части, вторую какь произведеще, первый мно- 
житель котораго ееть функщя оть фувкщи, мы получимъ: 


у’ "Ра. (т) Е. (а, 
у’ РРР Е.Г. (3) 


вли 


>) Такъ кавъ (ош ируен" ии — И ут ки — в. 
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Поступая съ этой формулой также, т. в, дифференцаруя каждый члень 
хакъ произведеще, имя въ виду, что въ первомъ оба множителя суть 
функций оть функки, а во втором первый, мы получимъ: 


ие Ра оР(е) -Рнуеу-ЕЕ чи). (2), 
ля 
у Ен)” и). 4) 


Такъ можно идти какъ угодно далево, 
Призиьрь Г: Пусть 


и. 


=); 
дифференцируя разъ, будемъ имВть: 
= ).2, 
гдь Е’(2*) ознаВеть производную оть (27) по 2%, нижъ будто 2? было бы 
незавиенмая перемфнная; дифференцируемь езпе разь и позучимь: 
Рай (2 ).2, 

тив Р”(2?) вторая производная оть Е(5) по 2? какъ бы по незавиен- 
мой перемфнной. Далве: 

у’ Е" ()ва- Еве (ал). 

Примтуь И 

у Иа); 
будемь инрть по дифферсицироваиие: 
и’ Гы). возх, 
тд /’{0=) производная / (512) по зшх, какъ бы во независимой пере- 
фнной; лифференцируя еше разъ, будемъ имЬть: 
"Ето — тя) ши; 
еше разъ дифференипруя, получимь: 
У") 605% 5 — "(9 1)25815. 0055 —{"(впсовх. зи — | (17) 6035 == 
==[”(8117)0335— 37”) Зсс03д — (3112) 6052. 
Прильь ПТ 


9— (ва); ов" ; 


тобой" бов" (18) эт. х 
ППризаврь ТУ: 
у— Ра 5). 
Имфемь послдовательто: 
УР о УЕ, 
и вообще 
пе", 
ТАБ, какъ и выше, Лагранкевокое обозначене отноентся къ дифферен- 
пированйю ио той перемВнвой, которая стоить подь зиакомь фуневн, 
слЬдовательно, ид #=-а2--5. 
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ПРИМБРЫ ДЛЯ УПРАЖНЕНИЙ. 


Ор инИ-а-р-е-9, 9 


< очереоа+не-99, се 


2) у-у тя, и 


3) у=шл; найти повафдовательно: у’— 1-х; у’ 24а; 
у" -|- Зе -|- бей, и такъ делфе. 

4) у=1оет; найтн послдователено: 

я’ — еее ж; у’-= — 2'00зесхоою2 а; 

9" == 2300860221 --20045122); и т. д. 


2а 1 
$; Замфчая, Что у —--_-- т, найдемь для производ- 
— ва 


ной я-то порядка: 
а (ва. 
— ааяумя" —^” 


9-1... Е 


ь 
8 уе 


}; найти у“), замфчая, что 
а 


С 
у ат а 

1} у=атох; найти 509, замфчая. что 
1 1 ] 1 . — 
/ — с —1. 
Уря: -ЕЕ) ев з-и= 

8) ее, ес, 
9) умел”; найта у по формущь Шейбиица. 


10) у-=а’оозд найти 949 по формуль Лейбница. 

11) ее; зайти формулу, позволяющую вычислять у по 
производнымь низшаго порядка. 

1 Е 

2 — ы = 

12) у—ов(е-НИ-ЕТ; у Ея я 
п-рау’-рау=0; двфферениируя я—2 раза, получимь: 
Чуев — Зруе-9--(п— 239-50. 

18) у-атоми; отеюда (1--я*у-=1, и дифференцируя ®—1 разъ, 
получизмь: (1-27) у-|-(2и—2)жу® 9-я (2-0. 

14) ужатедиа, у’ а У или (1—2) у’—зу’=0, откуда также 
лолучимъ: (1—2) (29 З)лу"-0 (п 2)" —0. 

15) у-атесова: сдфлать тоже самое. 


; огоюда у’ или 


16) у==агозесх; у’ 


_ 1 и, 
гуй—1 “ #1) ^ 
2 Пу” (2='—1)у'-=4; дафференнируя в—2 раза, получимъ: 
ааа Пи9-- Кая - вай (уе 2уди— б)ду-9-- 
Ни — 2) {и—З)у-9 0. 

11) у-—атосозесл; одфлать тоже евмое. 

18) {(=); найти послёдовательно произволныя: у 99, 9 ит.д. 

19) у=яп(е); тоже. 20) у=106 (30%); тоже. 21) у= (1062); тоже. 


ГЛАВА ТУ. 


Частный произведныя и полные дифференщалы высшихь порядиовъ. 


57. Возьмемь теперь фунишю и оть двухъ независимыхь перемви- 
ныхЪ: 


и= Иру} [© 
она имфегь двБ частвыя производных: по хи у, именно: 
о ья м Я, @ 
85 9% 5 ду 


которыя вообще будуть тоже функщи д и у, и потому тоже будуть иыть 
звотныя производныя по каждой изъ этихь назависимыхь лерембиныхъ; 


ви : 
пменно с: будегь имфть слФдуюння ироизводныя: 


ди 
8) 
и 
а р тая: 
эй ды 
ду __ и бу бы. 
Пар ау М би би: @) 


по отношению къ данной функщи и=/ (т, у} онф будуть частныя про- 
изведныя 2-го порядка. Повчхимому, для фунвцйт двузъ независямыхь 
перемёиныхь ихъ будеть четыре; на самомъ ше ДЪзЬ будеть только 
три, получаемыя при дифференцироваяя: 1) два раза по <; 2) два 
раза по 9, я 3) получаемая при дифференцированти разъ то 2’, другой 
по у: дБйотвительно, мы докажемъ въ слфлующемь $, что при дифферен- 
пироваи по разхичнымъ перемфинымь результать не зависить оть 10- 
рядка перемфиныхь по которымъ послфдовательно дифференвяровали, 
а только оть того, по какикъ перемёинымь дафференияровали п сколько 
разъ по каждой. 


= 60 — 


58. По опредёленю частной производной, имфемъ: 


Е Аа, 3) пред Пои я Г, У Сов © 

г те) прод. (г, =) Ка, у) | = @® 
пит Лечу —Иыз) У) у, (3) 
дъуы Не ру в 


тд Е ость амеолаия величива въ одно время еъ й, а у—6ез- 
хонечно-малая величина въ одно время съ #, причемь обф величины в0- 
обще суть функши х и у. Освобождая оть зпаменателей, мы получииь 
изъ нихь тамя равенства: ° 
Пе, дека, ь-- [6 
Иа, НИИ, у) ре, ут; (6) 

тепёрь перемёнимъ въ (5) у ла у-{-Х и изъ результата вычтемь это 
равенетво въ первоначальномь ввдф; получимъ: 

Пе-ь у-ва, уе, )-Ка, у бе 

«ЕАО, у 9, 

тдЬ а означает то, во что обратилось Е пса перемёны х на у. 
Перемфнимъ теперь въ (6) х на 2 № и изъ получениаго результата 
вычтемь (6) въ первоначальномь его вид: мы получимь: 

Пе — Пе зу о, уН-НИ у ® 

= (е-- в, уу, уе 

ГД у; обозначаеть то, во что обратится т, когда поремфнимъ х на 2-й. 
Въ обоихь полученныхь равенотвахь первыя части тождественны, а 
потому вторыя равны: олд, мы имфемь: 
Гриб, --Ву да, Е, Гри е--#, у-ва, у, 5. (9) 
Задъсь В и Е безконечно-малыя величины, а потому будеть, о понятию 
© частной производной: 


Я Ла 
пд -пдды СР рай, 


тАЬ 8 безвонечно-малая величина вое еъ в, а а безконечно-малая 
величина выфеть съ #. Изь (10) подетавляя въ (9), получимь: 


рев, 7 раме. 9ь оо 
Раздфляя обЪ части на Ки, мы это равенотво предетавимь въ такомь 
вид: 


{10} 


д//\ е ЕЯ 


ЧЁ — Я рай, 42) 


— в1 — 


или, перенося чзены изъ одной чаети въ другун: 
ФА, 9) __ О, 9) %—1_В- ; 
99 и ВН Г (18) 


Но 
и— _ 9. В = а. 
пред". | о: т, | оз: 04) 
сд. пока й въ первомь выражении # во второмъ не достигнуть евоего 
предёта, будегь, : —_ & 
1.— 9 м 
ре й а , == ы Е (15) 
Ани равютя въ 9 ть соотвЪтетвенно выбет съ # и #. Вноея 
это въ (18), получимъ: Е 
8/0.) ВР», У) 81 д 
9 пе Ва, А бу! @6) 
ели теперь будемь здфеь подводать # и # къ нулю, то & в 5. 


будуть тавже стремиться въ нулю; во тоже будеть и съ Я в 


дбаетвательно обф величивы Ё и у суть функщя х ву, и первая й 
зависить оть Й, вторая оть # такимь образомь, что обращаются въ 
нуль выЪетБ соотефтотвенно съ й и Ё, каковы бы ны были значеня 
ти у; а можно доказать. что «если какая либо фунвшя 5(2, 9 пере- 
Финой 2, завиениая отъ поетоянной # (параметра), обращается въ нуль 


4$ 


при #==0 для воякаго значея перемфнной м, то И ея производная в 


обращается въ вуль при #=0», Дьйетвительно: 
О ро 0-96 
Че = о' 
но если едрлаемъ #==0, то по причин тото, что 
9», 0) =0 и зай, 09-0, 
Зе, о 


будегь отношене: 


прежде чёыъ 4 достигнеть нуля: а отало быть, такъ вакъ оно ееть по- 
стояняо нуль, то п предьль его вель пуль, т. в, 
4.0 > 


Че 
: й & 
На основаны этого иредаоженя булеть: р 7 ==0 при 4 ==0, ибо 2—0 
при Л==0, каковы бы ни были злачены их в у; тавже точно будеть 
9 


0, когли положимь #=0, ибо у-0 при #==0, каковы бы ни были 
= 


значешя хи у; а потому въ предьаь, ля Ви & раввыхь нулю, изъ 


{16) получемы: 
арх, 


(т) 


Ив) 
9х 
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но какь это выражеше оть Й и # не зависить, то оно тождественно 
равно нулю. Отеюда слёдуеть, что 


Эт, у) ЭРУ) 
Пе бе ' 8) 
или, пря помоши Якобевокаго обозначеня производлыхь: 
091 (, 9} _ (9) [ 
дуд% биду * (8) 


т. е. производная по у оть производной по 2 нфкогорой фунвши равна 
производной по 2 оть производной по у той же функщи. Другими 
вловами, порядокъ дифференцироващя остается безъ вщяшщя на резуль- 
тать дифференпированя той же фунвши по двумъ раззичнымь пере- 
Вннымъ, 
59. Изь предыдущаго слёхуеть, что функщя 
и (а, у) (0) 
будеть имбть 3 слбдующия частныя производныя второго порядка: 
9% у бы 
ит’ дд’ 9 ° (2) 
р 90, ву 
Каждая изъ нахь будеть опять фупкшя тЬхъ же незавнеимыхь пере- 
мБиныхь ди у, а потому будеть имЁть по хвф частныя производных, 
именно: 


9% 9% 
производвыя отъ К будуть: Зуд! 
оть 9% брукы 9, 0%, 

Эду "ЗАУТЬ бабу! дубхди” 


934 93 
оть бут будуть приз 
Изъ этвхь шести функцй не вов равлячяы, именно: 
2% _ бы ды 9 
590 дубля’ бидуЯ будебу” 
Докажется это па осповали продложешя, доказаннаго въ & 58. ДЬйстви- 
тельно: 
_ 89и 9 )-— д [7 } ди 0 (7) 9% (== _9°в | 
ба7ду `бх\баду} да\будл/ Озоудр бг0у\ = дуба дуба” 
Также докажется и другое. Тавимъ образомъ мы будемъ нмьть слвдуюния 
4 частпыя производныя ярежьяго порядка функшя 
& 5. 9% 
Г ут’ ду” 
Тавимъ же образомъ найдемт, что различяыхь между собою производ- 
ныхь я-го порядиа будеть #-|-1, именно: 
и бы 9"м 9" бы @ 
дет: беетбу’ дретбя: ““баитьбуя! ^”брбуят: дут’ ©) 
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60. Предыдушее легко раепространяетея из функши большаго числа, 
пезависимыхь пережённыхь. Пусть напр., у 
и Е (а у, 2); 
эга функщя будеть имфть 3 производныхь перваго порядка, именно: 
94 дн ды. 
де! бу: бр: 
лесть нроизводныхь 2-го порядка: 
Фи би би Фи 
Девять произволныхь 3-10 порядка: 
9% чи дв ды 9%и 9% 93 83 0% 9% 
8 * бут’ 025 ''уздг * будет * `бг1дх ’ Эгдля '`дзЯбу ’длбут ' ‘бжбудг } 
ит. д Общижь типомъ ироизводныхь и-го порядка нашей функшяа 
будегь: 


2"и 
долдудг 


пл ину. 


61. Мы нашли въ глав® П $ 39, что полвый дифференщаль равенъ, 
сумы частныхь дифферелшеловь и выражается такь для функщи 
и (х, У: 

@и== ар в 
+2 и 4 @) 


Этоть дифференшаль воть фоиищы зиуа нотому и оть него можно 
взять полный дифферевюиль, который по отношению въ данной функши 
будегь полнымъ дифференцыломь второго порядка, —и обозначается такъ: 

и == 4.дъ. ©) 
Чтобы найти его выражеше чрезь чаетныя пронзводныя, нужно взять 
полный диффереищаль отъ обфихъ частей (1): 


р - пена = ву, ) 


ибо дифференщаль суммы равенъ суммБ  афференщбаловть, в постоян- 
ные множятели, каковы 4х и @у, вохраняются въ дифференщаль. Но 
по правилу, выраженному формулою (1}, будеть: 


ды 0% и 9 9 82 и 9 
18 —_ + 
9) ды 4 в зыбу зу 
внося это въ (3) я соединяя Соенные че въ одинъ, нолучауь: 
ея обв наи, Го 


Взявъ полный дифференщель оть ао выражен, найдежь такимъже 


образомгь, пони, лиереи ах 3-го порядка: 
934 
у) о 
ра п-т ы 24, -- 3 5 зЧ2ау--—5@ 
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62. Предыдущя формулы можно написать короче символически такъ: 


@и = (1) 
@и= @) 
@Ри= 8) 


од ` . 
трактуя „_ и р какъ количества и выполняя указаняыя дЬйстьн, мы 
получимъ, кавь легко видфть, точным формулы $ 59. Эзю дегко обоб- 
ить и распространить иё вахой угодно порядокъ. Пусть доказано, что 
; © 
чтобы получить полный дифференщать п--1-ю порядка, беремъь пол- 
ный дифференщаль оть этого; будемь имть: 


9 Й 
= Ну % 


, 2] д д "| д д ”.] 
о (6, и] у [+ виз} = 
В ау а а)" 9 д" 
а") и-= + и, 
то есть: + 
д ан 
ыы а, 8. 
и [2 из, 


Такимъ образомъ символическая формула (4) вёрна для и-|-1, если она 
върна для и; но мы видёаи, что она вфрна для #=1,2,3; елёд., она 
вЪрна для воякаго 7. 

63. Эти формулы могуть быть распрострьнены на вавое угодно число 
независимыхь перемфнныхь. Пусть 


и— Ех, у, 2); (0) 
полный аффоронщбьхь 1-го пореле 
ди в Уз ах [6 
этой фуными можеть быть опивотичесии такъ пииевнты 
4и (=2. И ау о 1: =, [6 


откуда олфлуеть, что’ для полученя полнаго дифференщала какой-либо 
функщи нужно помножить ес еимволичевви на 
Й 9 9 

„в ® 
Такъ накъ полный дифференшаль 2-го порядка какой-либо фунвщи есть 
полный дифференшаль 1-го порядка оть полнаго дифференщала 1-го 
порядка данной функц, то для получен м слфдуеть вторую чаеть 
(3} помножеть на (4); будемъ имть: 


д д д} 
Фи (25, -@ =} =. (5) 
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И воаобще будеть: 


ы д д д ` 
аи (ем ра (8) 
дфиствительно, взявь полный дифференщаль этого выраженя, дхя чего 
вторую часть умножаемъ на символь (4), мы получимь: 


1. 8 9 9 д 8 8 |" 
ты ие = у г. ы 
д д дн 
(че 
то есть формула (6}, разъ она вёрна для какого-либо я, будеть вёрна 
и для я-|-1, а отд, и для воякаго и; но она вврна для и==1, 2; евд. 
вБрна для всякаго и. 

64. До еихь поръ мы предполагали, что х,у,2 суть незавивимыя 
перемвнныя; если же ояЪ будуть сами фунюшаями одной иди ябеволь- 
кихь перемфиныхь, то предыдушия формулы нужно замфнить новыми, 
ибо он были выведены въ предположеши, что 4х, @у и 42 суть вези- 
чины достоянныя; но это справедаиво лишь, пока т, у,2 незавиенныя 
перемёиныя; если’ же овф суть фуикщи одиой или пфеволькихь другихь 
неремфиныхь, то 4х, 4у и 42 уже не будуть постоянных, а потому бу- 
дуть имть свои дифференщалы и производиыя. Мы нашли для полнаго 
дифференшела 1-го порядва фуннши 

= (2, у, 2) (} 


и, 


лакое выражене: 


и да; @) 


чтобы получить полный дифференщаль 2-го порядка нашей «функции, 
когда т, у, 2 суть функщи другихь перемфнныхъ, мы должны взять ноз- 


пый дифференщаль оть обфихь частей (2), —во второй чаети по правилу 
дая произведеня лвухъ фуньтшй, постб чего получимь: 


да ыы, , 
тов ау разве ше 
ды ды а 
с —— оси 
(кд нана р ем ву 
и мы ам 
ды Зы в, 
(дз 2-Е зуд 9-Е зря 4 } @2-- 5, 


или, солния одетые чденыг 


Фо дал бу" Ни в а зе. д24 12.0 ый “ ажау 


4+ ы ман и 9. 8) 


Курсь дьффер. и иитегр. почисл. 
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Члены нервой строки (3) можно написать символически, вакь было выше 
показано, и тогда будемъ нуБть 


д д 9} дв ди ди 
Фи (+ аз} мы --ау Фуа, (4) 


Такимъ же образомь должно идти далфе. 


65. Положимъ, что =, у, 2 суть.функши одной независимой пере- 
мВаной &; вь такомъ случаф, чтобы получить полную производную 2-го 
порядка отъ и, мы должны 4% разиБлить на 4; тогда будемъ имть 
обозначзя производных по #оть х, у и 2 по Лагранжу: 

и 999 ды, в, 

= (#9; и". 
Если ве м, У, 2 будуть функщями нфовольнихь неремфиныхь, напр. и 
1, то чветныя производных по этимъ перемфнвымъ будуть: 

м [ 99 а ие ды 9 вы 9 

ан (НО “Нуар 

0% (2 9 0, д }. ды 935. ды 09% ды 02 


ри 


а ГУ дут а: 


98 9 да Г’ ду 9 в р ЕТ де Эда! 8) 
далЪе: 
и и) __ дубы бе, ди бу й ды ва 
р: 5(®) Е, } 9) 


7 де ди бу, би о ди 0% 
дяди Г диду т | дд 91) 0Е ' дж ОЕ | 
пр 
бзду 0 "ВИК | бидг би ИЕ Гу Е 
вебе, 
хз 0" дудг`9 Г даб 10 9р Е 


или овончательно: 
ыы ва би и ву ыы м ыы 
Яру ЗО 9 бутона Е 0х 9: Ни) = 
22 да ‘дг 0) Фи [дк бу ди» 
НЫНЕ о) аду (е у 9») + @) 
ды бр, ды ды ды 
Тан уж Нан. 


Дальше можно идти такимъ же образомъ. 


„Прилючанле. Если 2, у, # будуть первой стецени отновительно но- 
выхь перемфиныхь, то производныя второго и выешихь нпорядковъ отъ 
1, у, 2 по новымъ перемфявымъ будуть равны нулю, а потому эти члены 
пронадуть въ предыдущихь формулахъ. 
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ПРИМЪРЫ ДЛЯ УПРАЖНЕНИЙ. 


1) и=е» найти 4, Фи, @щ. 
2) и-Узрут тое. 

3} иа-ру— дуб; тоже. 

4) иж 1юрусокху); тоже. 

5) и (#; тоже. 


; найти частныя производныя и полные дифферен- 


9 “тури 


щалы первыхь трехь порядковъ. 


в ии: найти ди. 


8 и= зы 


за 
Щ—= 3; НАЙТИ 4и и @%и. 
у 


9) изилуе - ву --ска-- Чиа-| у | г | 9. Ни НЕ 
найти ди в д. 
10) и= Ни найти ди, ‘8 и а. 


#— 

11) ижжуг-аову — уодх а у ЕС; тоже. 

12) и-=атови(хУТ ИТ —=”). 

я а, 

18) Боли ие: о би, 
Ух 


Га Е 
14) Если и 


и 9% 2 
00 умурря 


15) Если изу ру, то 
и ды ди, й 9% 00% оды 

ду Го Г” дуздг" Г дйдхя Г дзядуя 

Т-же примфры: 1—12, могуть елужить для упражнешя въ прямбнени 

правилъ лифференцироващя сложиыхь функшй $ 64 и 65. 

Еще празфръ: 

16) Въ общих» формулахь положить: 1} и=аё-в; уе; ав, 

к найти полныя производиыя по $ 2-го и 3-го порядвовъ; затфиы: 

ЗуреоЕ вит; у -Еуа аа -Нть п найти полныя 

частныя производныя 2-то и 3-го порядка оть м по Ёи\{ ВЪ этомъ 

частномъ случа®. 


0. 
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ТЛАВА У. 
Производныя высшаго порядка неявныхь фуннцй, 


$6. Пусть теперь дано уравнеше 
Е, =0; [о 
разсматривая первую часть какъ сложную Ффувкцы х, завиеящую от 
него непосредственно и чрезъ ‘поередегво х и сохраняющую свое значе- 
е-=0, мы получили (въ $ 44), приравнивая нулю полную проязводпую ° 
первой чаети его по 5, такое иромзводное` уравневе: 
я 
ОР уе, ©) 
тв „- производная у ло 2. Первая часть этого уравнешя опять 


будеть сложнал функшя л, завиеяидя оть иего какъь непосредотвелно, 
такъ и чрезь поередство у, и кром того еще чрез посредство произ- 
водной У’ оть 9 по 2, и притомъ сохраняющая свое значене =0; потому 
полная производная первой части этого уравнены (2) будеть равна нулю. 
Такимъ образомъ будемъ имфть: 


ЭР, у) ВЕ у , 9Е(х, у) | ЭР(х, у) 
Яо” + ду у) 9-5 м у). 
да т ду о 
ЭР, у), ОЕ, у) {3} 
= 
+ 
(ибо производпая оть у’ есть у”); но 
и (=, У) 22.9) У у) 
бу 9%, у) Ре, У) у (4) 


9% 9? 929 
(#60 при этомъ дифферендировани по х проя перемнныя: у к у’ 
принимаются за поетоянныя); 


А 9) 


Ш (5} 
ду 
{ибо теперь х и у’ считаются за ностоянныя); 
й Зе, у) | ОР, \) 
92 ду ЭВ, у) (6) 
в —_ би” 
{ибо этоть разь жи у, а сл, и ‘и и «22, у ечитаются за 


постоянный); вноея ивт, (4), {5} и (6) вь (3), получимъ: 
ЭРа,у) АЕ.) 9х. У. 9: (х, и} 9 Из, у) у 
у 


аи + ( дудз аи и+ 6 
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раскрывая скобки и соединяя осходотвенные члены, мы получимъ, ныбя 
в виду, что 
ФЕ, у) _ 9, 5) 
будз — деду у 


окончательно слдующее ‘второе производное уравненте оть дАННаГО, 
пменно: 
ФЕ, У) р 2), ‚1 9х, у} уе Е у; (8) 
д 959у ду" ду ы 
изъ этого уравневя, рыная его по у”, и найдемъ вторую производную. 
67. Первал часть тольво-что полученнаго второго производнаго отъ 
даннаго уравнешя будетт, сложная функщы 2, зависящая оть него какъ 
непосредственно, тавь и чрезь поередетво уже трехъ неремфиныхь вели- 
чинъ, именно: у, Уи $”, сохравяющая притомъ евою величину ==0; 
поэтому полная ея производная по х будеть равна нулю. Обозначая ее 
чрезь 07 для краткости, полагая влфдовательно 


ЭР, у) оби), Ру) и и У у в) 
д И бу ЧТ я 
такъ что уравнене (8) $ 66 теперь налишется такимъ иены 
0—0, ® 


мы будемъ имфть такое производное отъ него уравнение: 
99 20 У+ 90 90 


д Ри" аи Ру (3) 
(ибо прензводная отъ у” есть у”). ЗдЬоь по а мы имфемъ: 
90 Ру ое), У) и РУ ‚ ] 
9 даа РЯ дяди 9 деду даду || 
90 и) обе И ИЕ 2, "И 
у ди дуйаду “Го в в. @ 
ОР, Ра, 
у Тат 9" 
90 да). 
о 


внося изъ этихь уравненй въ (3) вуфото хфныхь чаегей ихь правый 
п соединяя сходотвевные члелы, имфя въ воду предзожеше $ 58, мы 
получим яревие яроизводное оть аннато уравненя: 


99). 9 Би, ое а ау) 
И ЛЕ 
Е, ь паи), р ое 0. ы 

4 Вы 7 ди и { у 8; 


изъ него получим у”. 


—т0— 


Первая часть этого уравнешя будеть сложная функшя 2, завися- 
жая оть него непосредетвенно и чрезъ посредство у, у’, у”, у”; сявд., 
означая её чрезъ 7, получимъ, приравнивая нулю полную проязнодлую 
оть У, такое четвертое прое имение 

и к. Ни и + 0; 

раскрыть его предлагается какъ примбръ для упражненя. Такимъ об- 
разомъ идти можно какъ угодно далеко: посл ® дифференцированй 
получимь и-ное производиое уравнеше, которое рёшивъ по у), най- 
демъ выражеше ®-ой производной чрезь г иуи всё производныя отъ 
него до порядка и — 1-го включичельно; съ помощью предшествовав- 
щихъ уравнешй эти производныя можно исключить и мы получим 
зыражене производной #-го порядка чрезь х и у; съ помощью хан- 
наго уравнешя можно нонлючить и У; по на этомъ ооганавливаться не 
будемъ. 

68. Также постунають и въ случаВ системы уравненй, напр. 

(а, у, = °; ‚} © 
Ее, у, 2) 
Мы видёли въ $ 46, что производныя неявных функш! у н 2 оть неза- 
висимой перемнной х перваго порядка найдутся изъ уравненй, полу- 
чаеныхь оть приравниваня нулю полныхь производныхь оть первыхъ 
частей этихъ уравиеый. Эти уравнешя будуть: 
9 9/, Ио. ] 
9» 0: у 
9Р 
9 
{глБ для краткости мы опустили скобки съ независимыми перемёниыми 
н удержали только характеристики фунвшй, предетавляющихь первыя 
части нашихъ уравнен), Чтобы получить уравнешя, даюния ироизнод- 
ныя 2-го порядка функций ун 2 оть =, мы должны приравнять пулю 
полныя производныя первыхъ частей отихъ уравненй (2), имфя въ виду, 
950 У’ и 24’ тоже функши х. р для враткости 


ИИ © 


д ' + 
(3) 
т. 9Р. ОЕ, 
= НУ У “| 


эти уравнешя будуть: 
я. ю, п.в. 
де Ра и в в 
т, т, 9, ы 
уу {+ -.8'=0; 
до Гб Г" Ту де } 


и 


Здфоь 
о де 
28 даа Рддду 
90 99, 
д диз Ги! 


2 _ 9. 
аб 
904 
276} 


внося это въ первое изъ ен {4), получим: 
я у 
а бб 
р дз Рот ау Нав 
точно и второе изъ о ет, тен ы- видъ: 
Е ИТЕРА ПО 
дя оедь И Норд" ду дз" Рая” Рбуй тд 
Рышая эту систему совокупныхь уравненй первой степени относительно 
производныхь 2-го порядка оть у ид, т. в. у” и 2”, по этимь величи- 
намъ, мы получимь ихъ выражешя чрезъ х, у, 2 и проиаводныя 1-го 
порядка: у’и 2, воторыя найдутся изъ уравиеый (2). 

Тахпиъ образомъ можно идти вакъ угодно далеко, т. е. подняться 
до проиаводныхт, *-го порядка оть у и 2. Такимъ же образомь посту- 
пають и въ томъ случа, когда дана система изъ 8-х, 4-хъ ит. д. 
уравненй, опредбляющихь соотвфтетвенно такое же чиело неявныхь 
фунешй. 

69. Немного нужно прибавить къ сказанному въ 8$ 66 и 67, чтобы 
съумфть найти частныя производных высшихь порядковъ оть неявныхь 
фунюшй какого угодно чнела независимыхь перемённыхъ. 

Положимт, дано уравнеше 

Вх, у. 2)=0; (1) 
въ силу этого уравненя 2 будеть функшею двухъ независимыхь пере- 
миныхь хи у, и потому будеть имфть: 
двф чаотныхь производныхь 1-го порядка: 


*-=0. (7) 


др й бу 

три чаетныхь производныхь 2-го порядка: 
де 0 08. 

957’ 9 ‘бу 

четыре частныхь производныхь 3-го порядка: 
да д 08 99 
др’ дяди’ дтду" ® Пу 


ит.д 
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Что ваелется до чаетныхь производныхь 1-го порядка, то он найдутся, 
какъ чамъ уже извфетно изъ $ 45, изь олфдующихь уравненй: 


ОР дЕ д: 
В Ы ©) 
де, 0 9 
РВК И 8) 


. ‚да 
Чтобы получить уравнеше для опредфленя Е дифференцируежь 
уравнене (2) по =, разоматривая у какъ постоянное и помня, что & воть 


. Я 
фупкшя оть =, равно каьь и -.-; мы получныь тогда 


ФЕ, ФР 0, дР 02919 ОЕ. 88 _ 

бя Г беде де | дтде 95 = (2) 9 бя = 
тд въ первыхь двухъ члонахъ нативана полная частная производная 
по < оть 1-го члена лервой части уравнешя (2), а въ остальных — 
полная частная производная по 2 оть второго члена вл, состоящаго изъ 
лроизведешя двухь функшй. Соединяя сходегвенные члены, мы получен- 
ноку уравненйо дадимъ оковчательно такой вилъ: 


Ро 42 #4 (6 РЕ в 
дай Г” 202 д 92 у К да бя > 

ы 02 
Изъ этого уравненя получимъ выражеше даа Ре 9; выфето 


послфдней слВлуеть сюда, одета ея зназенге изь уравненя (2). 
Чтобы найти производную р нужно пли уравнеше {2} диффе- 


ренцироваль по у, или уравиеще [Е по <. Выбравъ поелбднее, будемь 
ныЪть: . 

ЕЕ а, Ре, ОЕ да 9 ОЕ 0 

Отд Норду` да” дна би Ра На ды" 8) 
тд первые два члена составляють полную чаетиую производпую по х 
перваго тлепа первой части уравнешя (3), а посабдше полную чаот- 
ную производную но 2 второго ея члена, принимая во вянмаше, что 
ть членъ соетоить изъ произведеня двухь фуикшй. Чтобы получить 


2 т, надобно рить уравиене (5) по этой величин, подотавявь туда 
92 9 . 
выфето Ут 59%. „ихь выражена изъ (2) и (3). 


9" 
Производную д найдемъ, продифференцировавь по у уравненте (3}, 


мы получим тогда такое: 


РР, ФЕ ОР 0, Е д а, ОР 9 о, 
уз Г даду ду | дубе ду * 9 (у) + Г др 
или, воединяя сходотвенные члены, окончательно. такое: 
ФР ОЕ |дг С 9Р 9% 6 
дут д.2? %} т ба 6 (6) 


— 13 = 


й 98 д 
рёшая это уравнене по ди по вотавкф въ него виБото м его выра- 


. . 9% 
женя язь (3), мы получимъ выражене дя чрезь =, у, 2. 


Чтобы нолучить частныя производныя 3-го порядка, надобно диф- 
ференцировать ло х наи по у одно изъ уразнешй (4), (5) и (6), помня, 
что теперь нужно ечитать за функци этихъ независимыхь перембиныхь 
и воБ частвыя производныя 1-го и 2-го порядка оть #. Тавимъ образомъ 
можио идти какъ угодно далеко. Также поступають и въ случаЪ уравне- 
я съ ббльшимъ чнеломъ независимыхь иеремфаныхь. 

70. Если мы имфемъ систему уравненй, опредбяяющихь однё изъ 
перемфнныхь функшями другихь, то задача объ отысказши заотныхь 
производныхь высшато порядка рётаетея въ этомъ елуча подобно тому, 
вакъ аналогичная задача нъ олучав одной независимой перемфияой, 
разомотрьнная въ $ 68. Такъ если пыфемь 2 уравнены мевду 5-ю пе- 
рембниыми: 

Е(т, у, аи, 5) @) 
Роу узи, в 
оаредфляюнтихь и и ® функщами „от х, у, 2, и требустся найти чаот- 


и 
ныя проязводныя 2-го порядка: $ и то мы, хафферениируя оба 


0 да?’ 
уравненя (1) по х одинъ разъ, получавмь такую снетему: 


9", ОР ди дЕ % 


бе Зы 8 Г 98 - 
9, 9 ды дЕ 05 @) 
деды Е Г 9: 
9 м 
откуха найдемъ до И др’ КАББ это мы уже эпаемь; дифферениируя 


еще разъ по 2 каждое изъ уравнешй (2), мы молучимъ систему такахь 
двухъ уравнеюй [означая ‹для краткости чрезъ и Т кервыя чаети 
уравневй (2): 


07, 9Р ды ди 9 [4 9 9 9 
02 Где 05| 96 9 ди дя д) бо * 
й “( 
9х 
рётея этт евотему двухь ураввешй первой степеви отяосительно 
0% дв 
да 1 дэ: 0 Этим воличинамь, мы получимь окопчательныя из 
& 9 де ; 
выражен, еели вотавихь оюда взфото -._ и -х, БхЪ выражен изъ 


уравнешй (2). 


14 — 


`Расвровмъ перное изъ уравнеяй {3). Такь какъ мы ириняли 


9Е_ ОР ди, 9 05 
Но ЕН вв ый 
то будеть: 
00_ 9, бу ди, ФЕ % | 
97 д | бад дк Г д2дь 92’ 
00 _ НР Е и, Е % 
ды — бидз | ды дд Г дыр д} 
ду _ Е, ОЕ и, ВЕРФЬ 
“до — дед Г `дды" 95 бя 05 . 
90__0Е. (5) 
ди) ди’ 
) 
90 _ОдЕ. 
100) 6’ 


ибо при каждомъ такомь дифферениироваяи все 
за постоянное — въ первомь изъ {5) кромё =, во 


] 


остальное принимается 
второмъ-—кромб и, вь 


‘третьемъ -— вромЪ +, вь четвертомъ. 


те ном крой 
вромв у» ВЬ иЯтомЪ -— Кром 5, 


Внося изъ (5) въ первое изъ уравнений (3), посяЪ приведешя сходотвея- 
ныхъ членовъ, получимъ; 
9. 


РЕ ды р Е > 
бя Но хое бр Рози ах Ра (0в] К ® 
ОР ди №, ЕР де би др 0% 

об” в Е Е деда 


Подобнымь образомъ, раскрывая второе изъ уравнешй (3), нолучимъ 
окончательно: 


са И м0 №, вр ее 
д беды дж | о" рт 0 95 @ 
р ды д бро ОР бы р 
ада 1 м и ао 
Эти уравненя и нужно рЫшить но 9 и 9%. 
` 02% 95 
7. Еели бы требовалось найти ди и 9% то нужно было бы 
92ду — дкду’ ` 


дифференларовать каждое изъ уравневмй (2) по у, что даегь намъ тави 
два уравнены (тдБ Ин У имёють прежнее значен;е): 


9000.06 00% 9 0 90 № | 
ди "ды ду "0% ду =) дуб" {®) ид’ | 
9% д 
ду и о Ро 9, 9 № | в 
ву бы ду" Нд уг ы 90 45) `дудз "] 
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‘раскрывая эти. уравнены, какъ то мы сдёяали еъ (3), я внося вмвото 


ди ди й 
деда #Ъ выражены изъ {2), а выфето у и ЕЯ ихь выраженя изъ 
подобныхь имь уравненй, именно: 
ЧЕ Е Е. 
буди я 82 ду @® 
2% 2[.% 1.9 о 
ди дн т о” 
`мы будемь пмбть уравнены, решивъ которыя по в по, и 
‘Зуд уд’ 


лучимь искомыя дая нихь выраженя Чрезъ м, У, 2, м ит. 

Изъ предыдущего достаточно видно, кавъ слёлуеть поступать эъ 
болфе сложныхь случаяхь, а потому мы на эгомъ остановимся, предоета- 
вивъ читателю самозу идти вцередь по указанному направлению. 

ПримБрами для упражненй здбеь могутъ служить примфры 2-й главы. 


ТЛАВА 1. 


Теорема Эйлера объ однородныхь функцахь, 


72. Прн помощи изложеннаго въ ТУ главЁ о дифференщалахь и 
производныхь высшихь порядновъ функшй нЪеколькихь независимыхъь 
перемфиныхь легко доказать интересную теорему Эйлера объ однород- 
иыжь фуинуяхь. 

Ифлая алгебраическая функШя многихь перемфиныхь называется 
однородною, когла вумма показателей возхъ перехбивыхь въ каждемъ 
зленф ея одяз и ча же; такова, напр. функц: 

и адалт [слу даа: 

зафеь сумма показателей 2, у, 2 вь кажломъ членЪ еегь 6. Сумма по- 
зазатолей воёхъ перемвиныхь каждего члена называется изитренеень 
этого члена. Въ однородной фунвши, сяЪл, измфреще вебхъ членовь 
одно и 70 же (въ пашемъ примрЪ 6); это одинаковое изыбреше вобхь 
членовъ одпоролной фуньшя называется стененью однородности функ- 
и илк ея измёрешемъ; такъ степень одноводяостк фуньши налнего при- 
МЬра, илн ен изыбреще, есть 6. Дробная фунвши называется ознородиою, 
когда числитель и знаменатель ея суть каждый порознь однородныя фупк- 
тии; въ этомь слетаф охепеныю однородности или взмёрещемь однородной 
функшя называется разкость, получаемая чрезь вычитаще измбреня знв- 
менателя изъ язибрены числителя. Такъ 


ауру 
ору 
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будеть однородная фунюыея трекъ перемённыхь 2; у, $ перваго измёрен, 
‘ибо изибреше числителя есть 8, а знаменателя 2, а 3—2—1. Если 
измфреше чиелителя равно измвренно знаменателя, то измрее дроби 


будеть нулевое; таковы фунипуи: 
о 


ри, 
гдВ измфреше чяслители и знаменителн ==3, и 
сарая 
пеня Еау" 
гб оно-=2. Измфренше дроби можеть быть и отрицательное Число; Такъ 
фувкня 


= 


уе 25 


{= 
Ни 
будеть измёрешя — 1-го; ибо измфреше чисаителн въ 2, а измвреше 
знёменателя есть 3, а 2—3==—1.— Жели фуньшя осодержвть пере- 


ыфниыя подь знакомь транецендевтныхь функшИ, то для того, чтобы 
ояа могла назваться однородною, нодъ знаками травецендентныхь функ- 
щй должны входить однородвыя функши 0-го измфрешя. Такова будеть, 
напр. фунеця 


о (9 }+ | 2дзуатоы Е и | прыг, 


ибо подъ знаками транснендентныхь функшЙ стоять выражены 0-го измЁ- 
реня. Измреме функцш И будеть 3, равное измБреню алгебрапческихь 
мношителей каждаго члена. 

73. Изь даннаго опредёлешя одноролной функши вытекаеть слф- 
дующее свойетво ея: если каждую перемфиную, оть которой завяеить 
данная фуньщи, помножить на какую либо величину # и затфуь вотавить 
въ фунвшю вифото самой перемфиной это произведение, то получится 
ревультать, который равень прежнему зяачешю фупвши, помпоженному 
на & въ степени равной измфрению однородной функщи. Тавъ если 

и Р(а,у, 5) [9] 

есть однородная функшя измбрешя т, то будеть: 

Ев, в, т Ее, у, == "и. |] 

ЯЪйствительно, если Ре, у,2) есть цёлая однородная фувкшя изм6- 

решн эт, то, нодотавляя въ нее 1х выфото 2, &/ вуфето у, М выфего 2. 

мы получимъ въ каждомь член ея новаго множителя #*, который, будучи 

общимь множитолемь нобхь членовъ, можеть быть вынесенъ за екобки. 
"Такъ, если 


и — оз бзу су", 
то будеть: 
аб ыы -обучтаая Бу оба ту ву —- ви, 


а 


что-и требовалось доказать. Если Р(х, у, 2) есть дробная функщя измф- 
решя т, то она будеть 
3% у.2, 
Че,у, 2)” 
тдб, евли и изифрене ‚ знаменателя, измреще числителя будеть п-т. 
Производя сказанную Подетановку, будемъ имфть: 
на) Зе) "а, 8) _ „ Фея) 
Ее.) Кеиь) Ре) ее ав) = Ре, у, 2), 

что и требовалось доказать. Если т-=0, то 

ах, у, в) = Ре, у, 2); 
съ помощи» этого частнаго случая наше предложене распространяется 
и на случай, когда данная однородная `фувьшя веть траноцендентяая. 
Такъ, перемфняя 2, У, 2 на #, 8), въ фунющи ($ 12, мы булемь 
нить: 


Ах, у, в) == 


й 
чеки (1. ) Е 2езчу п севу. 


В 
ви +29 ое -{ зуге” | -и0. 

74. Какь слФщетыв изъ этого вытекаеть то свойство одвородной 
фуньши, что но выведеви одной перемёняой въ огепени равной измВ- 
ревю функши за скобки, въ окобкахъ получается функщя нулевого 
инифреня, зависящая отъ отношенй прочихь перембнныхь къ выве- 


денной 38 скобки. Для доказательства стоить тозьяю пренять {= -, 


наяр., тогда равенство, доказанное въ $ 18: 


ее, у, а), @ 
приметь такой видъ: Й 
*( Ре), ® 
откуда получим: 
г.у, д (1 у ‚=, 8) 


что и требавалось доказать, Тавъ, еелв 
пауз баув, 
И. 
% хе 


75. Чкобы вывести твоему Эйлера, мы положниъ 
Е-ы: пе 


то будеть тавже 


р 


тогда равенство (1) $7. 

К, у в)=Ры 
такъ представится: 
ОР (2) 


нхи, полагая 


в) 
@) 


Ф будеть фунвшя оть Ёи по (3} и шо {4); найдемъ ея производныя изъ 
(3) и изъ (4); будемъ имфть изъ (3): 

в 

С = т 

дети 6) 
(ибо и== Р(х, у, =) не содержить #; и по правилу еложныхь фунвый 
изъ (4): 


танъ: 


9 ОРЕЬО.&, ОБЕ. 9 1, РЕ О 4 (в) 
Е Е #9 м % 4’ 
или, такь какъ изъ (2) имфемь: 
[3 4 % 


и 
(бо м, у, 4 не завиеять оть #, олёд, суть постоянныя при дифферен- 
цировани по #), елфдующее: 
ЭРО, РО, РЭ 
# О О ® 


Сравнивая (5} н (7), получимъ: 


ри ОР 9 Эва [8] 


+ 8) 
Это будеть имфль м%ето дя веякаг Е и вл, и для $1; що для этого 
значеня & перемфивый $7,0 обращаются оотЬтОтвоВВО въ м, у, #, 
какъ то видно изъ (2), а потому для #==1 (8) обратится въ такоё: 
Ев, 8) а ув) | ОР, 
ОИЯИ. 9 
Мы знаемъ, что полный. абференщы оТЬ 3: 
ЭР, у, =) 9ЕР(х. у, =) Эх, у, 2). . 
ах О аи ав (10 


РВ, 5, 


и 


влдовательно, сличая (9) и (10), находимь, что ели в$ полномъ диф- 
ферениаль онородной функийи степени т дифференнеалы незавиеи- 
мыть перемьнныхь заливнить салими независимыми перелиенными, 
то получимь ваму функцию, умноженную на зюказатель степени 
однородности ея (или измёрене ем членовъ). Это и есть теорема Эйлера 
для перваго порядка полнаго дифференщала. Ее можно распростраяить 
и на высшие порядки пояныхъ дифференшаловъ; но для этого намь нужно 
раземотрфть подробифе одинъ застный случай сложныхь функшй. (При- 
мъчене $ 65). 
76. Пусть 
с иж Раз, 2-е) Ру, 2), (9 


° {полагая для краткоети. 
ат фу, ех--е== 2}; . {2} 
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отеюда, дифферекцируя, получимь: 
Чи ОР 8) и ЭВ) 4, 


92 Я: 


вяфдующее: 


4и _ ОЕ, 2, 3 ЭВ, г) е 


а м 92 ” 


или символически: 
фи д 9 р 9 й 
в— (у Ча 2) (5 ы м 
Дифферепцируя (4), получим: 
Фи [г 2.2), О (ево, м9, =) 2 
ааа ду Н- Э2ау Г 1 . 


дуб де 
‘или окончательно: 
и _ Ра) 


Жи, =) 


2 
Е Е, 
а а НР ара Ня 
или символически: 


(3) 


4) 


5) 


(8) 


справедливоеть этой формулы для вояваго п доважетен по способу 
заключешя оть я къ #--1. Выведенная нами формула для двухъ лере- 
ифнныхь У и 2 также точно раопространяетея на всякое чиело перемфв- 


ныхь нослв соотвётетвенныхЪ добавленй. Такъ, когда 
п (ат ох ре, р - 1, 

то будеть (если аж--Р=у, пя, вю: 
ры 

д — ( Е + ##] =“. 

77. Примёняя это въ (4) $ 3 15, мы будемь имфть: 

@"5 
а (2 и ы+ =) 


ибо изъ (1) того же $ имфемъ: 


; Мо, № 
#&—“ в во 
съ другой трон, изъ (3) $ 75 находимь: 
р ==т (т — 1) (т —2).... (тп НИР" 


еличая это съ (1}, находимъ: 


9 д = 
НУ } 29] у тя — би — 2). тво 


® 


99 


(3) 


@) 


—- 80 — 


это равенство вёрно для всякаго значешя & а, схёд, и для $— 
тогда по (1) $ 75 будеть - 
== ити $ 
и са. по (4) того же 8 будеть 

2=и, 


& потому послёднее равенство [(4) этого $] обратится въ такое: 
‚д 9 д \* 
| ор = .4 ь. 5. 
(еаь-Нуду ааа} ти — та). ифиы 6) 
Но полный дифференщаль я-го порка, оть и д 
9 
Чи = (42 а, у (6) 
сличая это съ (5), находимъ, что если въ нолноиъ дифференцаль и-го 
порядка однородной функщи степени т заменить дифференщалы неза- 
вивимыхь перемьнныеь самили независимы перелиьнными, то полу- 
чиль результать, равный самой фуницен, умноженной на чиело 
т(т — 108 —2).. тп. 2) 
Эяо и есть теорема Эйлера для какого угодно порядка полнаго диффе- 
реншала однородиыхь функнй. 


ПРИМЪРЫ ДАЯ УПРАЖНЕНИЙ. 


а 
1) в ры ; одблать повбру того, что: 
9% 9% 
и, и 
м. и 
ая Иа ву 
2) иран НИ, 


; доказать, что + р = 


8) ие, аби м 


4) и ама | уво; Уз Ну; 

5) Найтк чему равны результаты замВиы дифференщаловь независи- 
мыть перемфнныхь самими перемфнными въ подныхь дифференщалахь 
2-го н 3-го порядковъ оть функшй 1)-—4). 


ГЛАВА УП. 
Замфна переифбиныхь другими. 


78. Въ $ 41 мы вывели для функии у одной независимой нере- 
мфяной 2 слёлующя вырашеня ея производныхь различныхь порядковъ 
чрезъ дифференщалы обфнть перемфаныхь: 


Чу, [И 


= = 


выращены тёхьже производныхь у по х чрез дифференщелы обфихь 
переминыхт, начиная съ производной второго порядка, будуть совер- 
шенно друпя, когда =, переотавъ быть независимой перемфнной, ота- 
негь лишь посредствующей перемёнвой между у и незавионмой пере- 
ыфиной (положнмъ #). Въ самомъ дЬа, если < будеть функщя оть не- 
зависимой перемфнной & то производных у по & порядковъ 1-го, 2-го 
3-го и т. д. найдутся по формуламь (2), (3), (4) $ 56 и будуть, если 
мы для производныхь но { прамемь Лейбницевское обозначене (ибо # 
независимая переифнвая), а для производныхь у по 2 удержимь Лагран- 
жевокое, сивдующя: 


4 
"а ® 
Фу __ Дар, ‚ве 
а-У (а) Иан: 8 
Фу _ „а „де фе | фе 
ан" (а } ЗУаеав Уча @) 
вт 


помножая первое на 4, второе на 4, третье на 4 ит. д. и помия, 
ето, такъ. я # незавиенмая перемфнная, то будеть по 8 48: 


. 
# У ау: Ян Фу: авы, итл (5) 

ы, а, 
и 4х; я аа; Е ал, ит.д (8) 

мы получимъ тая равенства; 

ду =уат; [< 
Чу =-у'45'-|-/'45; {8) 
Фу у” зу" о Фон; {9} 


ит. 
рЫшаял которыя послёдовательно по у’, у”, у” ит. д. нолучямъ слбдующя 
выраженя производныхь высшаго порядьа у по х чрезъь ихъ дифферен- 
целы на случай, когда < не независимая перемфкная, а посредосвующея 
перемфнная между функшей и независимой перемфиной: 


„_@и, 
У (10) 
вуду 
у бе, (11) 
„_ 9243, — деду — Захд* ау |-Зау (т). 2 
у” РУ не ; (2) 
яатл 


79. Отеюда видно, , сов, что только производная пернаго порядка 
сохранила свое прежнее выражеше чрезь `дафференщалы: перемфнныхь 
жи у: рто замёчаше даеть. вовый способъ получешя выражен у”, у” 


Курсь диффор. я шитогр. волнол. а 
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итд чрезь дифференщахы обфихъ перемфиныхь на случай, когда 2 
не независимая перемВнная, а посредотвующая перемфиная. Въ самомъ 
ДЬЛЬ, такь декь формула (10) пред, $ вБриа для всякой функциг, то въ 
ней мы можемъ послвдоватезьно перемвиить у на у’, у’, у’ и т. д. что 
даеоть тамя формулы: 

у, у, и @ 


ав: У: "ати 


подставляя въ правую часть каждаго изъ этихь равенотвь выфето у» 
9’, у’ ит д ихь выражешя, полученных изъ предшествующаго равен- 
ства, мы полутимъ по выпволнеши дифференнировая искомыя формулы; 
при этомъ надобно только помнить, что вавь теперь 2 уже не незавиои- 
мая перемнная, то дифференщалы его выющихь порядковъ не будуть ` 


# 
равны нулю. Мы знаемъ, что если =.» то 


хи’ — ну’ 


—я; (2) 


помножая об части на 42 и помня, что‘у’@х = у, чах--фи, Уах 4, 
мы получимтъ отеюда 


р 


дви. 


(8) 


9 ^; 


по этой формуль будемь имъть: 


4) 


дБля это на 42, по эторому изъ (1) будемъ имёты 
„_ втачу — аут 
у’= и , (5) 


воглаено въ (11) пред. $; отеюда получимь, дифференцируя: 


а’— —— 


или, сокращая на 4х? и раскрывая скобки: ! 

ау" Чаз@у — дедуа*т — ау ви) ; 

в: 

дЬши об части на 4х, по третьему изъ (1) получим; 

„_ д2142у — дадуазх — Залил |. зау(азт)? 

== —- ИА, (6) 
воглаено съ (12) пред. $. Ч т. д. 

80. Боли имбемь какое мибудь выражение, содернащее выъетВ съ 

5 нуи ироизводныя послЬщныго по х различныхь порядковъ, и тре- 
буется въ это выражеше ввести выфото 2 новую независимую перемби- 
НУВ, 10 ТЕБЪ КАК 2 СЪ этого момента становится посредствующей пере- 
мбнной, надобно прежде всего въ данномь выраженги, влльсто производ- 
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м5 у по д различныхь порядковь, подставить иеъ выраженя чрез. 
дифференциалы у и х, кайденныя в% предыдущелюь 8; зат вмфето 
дифференшаловь 2 различныхь порядновь подетавить результаты диф- 
ференцирован!й по новой перемфнной выраженя х чрезъ нее, и одфлать 
‘упрошеныт. 
Пояснимъ это на примрф. Пусть дано дифферентальное уравнене: 
(фу —зу-у-0; {1 
и требуется выБото х ввести новую независимую пережфиную феъ помо- 
пулю уравпена: 


ао. @) 
Ввося сюда выфото у’ и у” ихь выраженя изъ (10) и {11) $ 78, мы 
получемъ: вай ду а 
по 9 
язъ (2) чрезъ раны находим: 
фе-- И; Фа —созН И; @) 


внося это въ (3} и замфчая, что и мы получимъ: 


ее бум 
Ш— А ды 0, ©) 


и сокращая на — 913% въ первомъ членв: 

Фу со ду | со 4у 

ан зогаР Рае НУ, 
или окончательно 


р, 

у, {8) 

81. Для второго примфра возьмемъ тоже уравнеше (1) прод. $, но 

предположимъ, что теперь у принимается за независимую перемфяпую, 

& 2 ва его функшю. Въ такожь случаф во дифференшамы у, яачиная 

©0 второго порядка, будуть равны нулю; олфлавъ эхо въ (3) пред. 8, 
т, е. положивь @у=0, будемь имфть: 


(—=*)- Ша уж; {1} 


95 
помножая это яа — 5, мы получимъ отеюда: 
а 


ау?” 
4х 
о Не) (ви) 0. 6) 
Если  иредпочитаемъ * Чаграниевокое обозпачеше и обозначимъ 
чрезъ 2’, 2” производныя 1-го и 2-го порядковъ 2 по у, сад. примем 
у Ро ПЕ 
д’ па 
(такъ вакь у ебть независимая первибнная), то мы можемъ (2) тавъ 
намисаль: 
(1-я ух —0. (3) 
82. Иногда чужно бываеть перемфиить на друйя обф перемфнвыя, 
и независимую, и завясимую. Въ тивомь случав должны быть даны 
„ 
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или пренан перемфнныя въ фувещи повыхь, или новыя въ фуннши 
прежняхь. Какъ бы тамъ ни было, начать нужно еъ того, что указано 
въ 8 78: т. в. выбото производных подотавить ихь выреженл чрезъ 
дифференщалы обфихъ перемфнныхь, имеяно (10), (11), (12) и т, х 
$ 18; ватВыъ изъ уравнен!й, овязывающихь прежщя перемфнныя ©ъ но- 
выни, получить выраженя дифференшаловъ прежнихъ перемфнныхъ чрезъ, 
дифференшелы новыхь и внеети ихъ туда. Пусть сперва 2 в у вырз- 
жены чрезъ новын перемённыя и и2, причемъ 2 требуетен принать за, 
новую независимую перенфнную, дано влВдовательно: 


= (аи); 

4 и); } в 
диффереяцируя эти равенства разъ, другой, тремй по #2, пифя въ виду 
что м зоть фунвщя 2, й что олбк, 2 и у суть фунвши 2, завноятуя 
оть г непоередотвенно и чрезъ посредство и, мы но правиламъ для елож- 
выхь фувкшй получимъ: 


2) 
гдЬ м’ производная оть № по 2 
во [9 ; 
в ра ® 
ни ; 
Фи + + п ы пе | 
тиф и” вторая произнодная отъ № по 6; 
ЕЕ ИК 5% 
ыы [= а им | 
70 9..9 
+: мя рева; 
фа и, 9 р (4) 
ыы [= рии | 
а , 
+ (+ м гы ны шв } 


итд 

подетавляи эти выражемя выфото дифференщаловь у и 2 въ (10), (11}, 
(12) итд $ 18, будемъ имфть выражен производиыхъ у по л чрезъ 
производныя м ко 2. 

83. Для поясневя изложеннаго преобразуемъ къ полярнымь ввор- 
динатамь выражен радёуса кривизны чрезь прямоугольныя координаты 
точки кривой лии, вменно 

(и 
и у. 1) 


— 188 = 


Если ось 2 ваята за полярную ось а начало координать ав полюбъ, то. 
обозначая чрезь >” радусь-векторъ, а чрезъ $ полярный уголь; будемь 
имфть: 
2==тс08$, 
ум, } @) 
Прежде всего вводимь въ формулу (1) выражене у’и у” чрезь диф- 
ференшалы г иу [(10) и (11) $ 78]; будемь имёть 


(аа в) 
9х3у — ауд 

ЗатБыь дифференцируемь равенство (2) два раза, считая $ за новую 
‘незавиеимую перемфиную; получимъ: 


@== (‘605—750 )а$; } 4) 
Фу (7/39. 0034$; 
ар — (*в08$ — З"3ш $ — 260$)89; | (5) 


Фу (° 5$ --2°605 — 73) а3°; | 
изъ (4), возвышая ихъ въ квадрать и складывал, находимъ 


ай ду 0*-|-7*) 489; (6) 
изъ (4) и (5} вифотЁ поел упрощеюй находимь: 
Чеха, — Фуа (и т"); (7) 
зотавляя изъ (6) и (7) въ (3), будемь нмфть 
3 
99 73) 
(28-3) (8) 


84. Если за новыя перемённыя берутся функши прежнихь, то вы- 
. ражешя дяфференщаловь прежнихь перемВнныхъ чрезь дифференщалы 
новыхъ найдутся изъ уравненй, которыя получимъ, дифференцируя фор- 
мулы ирёобразованя: 
#—9(2.9); | (1) 
ву), | 
помня, что, если 2 независимая пережфянах, то ея дифференщалы вые- 
зпихъ порадковъ должны быть равны нулю. Дифференцируя разъ равен- 
ства (1), будемъ имть: 


_9 2$ ди. 
ии | © 
рае; | 


Т\ыная эти уравнещя по 42 и 4у, получиыь выравевя ихъ чрезь @ и 
Чи. Дафференцирун равекотва (2), получимь: 


д 8 
О 2-2 Т деду -|- о" ое 


ла О р а у. 
йо Че ор -- Ф 


(3) 
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ъподставивъ въ эти ураввешя выфото 4 и 4у ихь ныражеши чрезъ 4 
и аи ивь (2} и рёшая затёмь по 4х и 42%, будемъ имфть выражешя 
этихъ посдфднихь чрезь дифференшалы 2 и м пернаго и второго по- 
рядка, которыя и нужно внести въ формулы (10) и {11} $ 78, для того 
чтобы имфль выражешя производныхь у по х чрезь дифференщалы 
новыхь перембиныхь. Если въ формулу, которую должно преобразовать 
къ новымъ перемённымт, входить и у”, то нужно продифференцеровать 
уравневя (3), итд 
35. Для пояснешя этого прямбромь возьмемь выражеше (8) 8 83 
и введемъ туда выфото нолярпыхъ координать прямоутольныя, такъ что 
теперь эти послёдня будуть новыя, а подярныя старыя. Формулы пре- 
образовашя оетаются тЬ-же, имелно; 
&=1005$, | 1 
у—тш$. | @) 
Выражешя (8) $ 83 мы сщерва преобразуемь ло правилу $ 78, введя 
выфото ит” ихь выражешя чрезь дяффореншалы г и $ по форму- 
ламь (10) и (11) $ 78, именно: 


4 о 

а ® 
„_ 434" — ата 

=} (3) 

тотда будемь имфть выфото (8) $ 83 такое выражене для р: 

В 

Це" . @ 

2 ява офф РЗ 


ЗатВмъ дифференцируя равенства (1), принимая х за независимую 
перемфяную, мы будемъ имёть: ” 


9 == 476033 — 79$, . 
ду Физ З- оо ©) 
рышан ихь относительно @’ п 74$, мы получимъ: 
десоз Зи -|- зн 9ау: (6) 
та$ == —зныдат - возфау. {1) 
Дифференцируя (5) аще разъ (помкя, что 9%х==0), мы получимъ: 
0 — 427с05$ — 2514) 474$ —тоозд4 3 — эзтдам {8) 
Фу аузш$ | ЗсозЗ аа — по -нооБ (8) 
РЬышая эти уравнешя по 4% и 78%, получимъ: 
427 — Фузт $ та (10) 
742$ — Фо — 244%. (1) 
Изь (6} и (7) получаемъ: 
ааа даа (9) 


{160 ду==у'42); изъ 19} и (11) сперва выводимъ, 
— 7934: таги == (— 10843. Яусов$) ау —1144*— 2434$; (13) 
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отеюда находимъ: ` . 
47433-- 247949. — газа таг, —= (@тооз — пт }а9 
. . = де. у’, . . 
имфя р виду первое изъ (5) и что Ф®у--у”д2?, 
Внося изъ (12) и (14} въ (4), получимь: 


3 
аль 5 
о (5) 
согласно съ (1) $ 88. 

86. Телерь переходимь къ вопросу о замфнВ независимыхь поре- 
мфнныхь и фуккый другими, въ случа фунецщ! многихъ независимыхь 
перемённыхь. Для краткости мы ограничимся однако фунющнии двухь, 
незавиинмыхь перемфиныхь: этого достаточно, чтобы понять вакъ олф- 
дуеть поступать и въ болфе общихь случаяхъ. —Положимъ, чго намт, дама 
функщя двухь независимыхь перемённыхъ: 


(=, у); @ 
требуется эти перемённыя замфнить другими съ помощью равенетвъ: 


2=0(е, 8); | @) 

уче, 5, | 
и найти выражешя частныхь производиыхь различныхь порядковъ отЪ 
0 по г иу чрезъ частныя проязводныя оть @ поди & Для этого 
занфтимъ, что, присоединяя (2) къ (1), мы можемъ разоматривать 07 
какъ сложную фуньшю новыхь пезависимыхь перемфнныхь 2 и $ именно 
функцию оть нихъ чрезъ посредство перемфнныхь 2 и у; тогда по пра- 
виламъ дифференцировашя сложныхь функщй мы найдемъ: 


9890 ‚ад. 
92 —брбе Г бу" др 
80 _90 02 Эду (3) 
9 ба Тб 5" 
Производный хи у поди # найдутся черезь дифференцироваше {2} 
пози й вставляя ихъ значешя въ (3) ин рЫшая затфиъ эти урав- 


. эп 90 . 
нон 10 р; И зу, МЫ иодучимь выражены этить посифднихь эрезъ 
28 190. 


И 

Чтобы одфлать тоже для частныхь производныхь 2-го порядка 
оть О юхиу, мы дифференцируемь равенства (3} (по #2 первое, 
затВыъь второе по хи по 8), помня при этомъ что теперь 2 к у уже 
не независимым перемённыя, а функщи оть зи, и что поэтому и 
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производныя ихъ по 2 и # будуть функцми этихъ перемфнныхь; мы по- 
лучимъ тогда: 


#0 _ 90 2 (0 } 48002 бу 20 (бу + ‚ 90.98 4.90. 5% | 

дет р деду 0: бе т ду| 02} Где бет Гу д} 

9:0 р 05 9 90 (=. 9, 92.04 ‚ 20 9 9, | 

даб ‘бай ‘бр ` р | дибу 08 Е На де} д" 9" ‚ п 
00.02 90.9 ‹ 
"бт дед Г бу двд 

20 25 } 290%. 2 [9 90 92,90 бу. | 


9 дя 9х0 # Я у ду Где д } буд ` 
внося въ эти равенства вмБото чаетныхь производныхь 1-го и 2-го 
порядка оть х ну пог и фихь выражешя, получаемыя чрезь диффе- 
90 ви 20 97 
реивироваше (2), и вмБото ры зу #5Ъ выраженя Рея т, пр, 
раньше полученныя изъ (3), мы найдем» выражешя частныхь пройзвод- 
ныхъ 2-го порядка функши О но 2`и у чрезъ частиня производныя ея 
шоги в рЬшая уравнешя (4} по первымъ.—Такимъ образомь можно 
постепенно поднимазься до какого угодно порядка. 
87. Для пояснешя предыдущего примфромь, изсяфдуемь во что обра- 


титея выражене 
90} 90) 
—— —-.]› 1 
(=) +55) ыы 
когда прямоугольныя координаты х и у замбнимъ полярными ^ и $ при 
помощи равенотвъ: 


д-==7608$, 
У— "5$. } ® 
Отеюда черезь дифференцироване по г и по $ имбемъ: 
9 бу 
3+ =008% в: (3) 
вы 9 но (4} 


но 
20 _00 9 9004. 
д дк Гу д, . 
90 __00 08 9И ду. | 6) 
08 04 "ду 05} 
внося сюда вуЪето частныхь производныхь + иу ноги $ ихь выра- 
женя изъ (3) и (4), мы будемъ иыфты: 


9 О а-- О С 312$; 
0 90 (6) 


д-=- 278 +7 бу 6 ова; 


‹ ОтоЮлВ маходизны 
90 090 190 


8, ° ду в 
ое ов ра; | 


зеотавляя эти выражешя частныхь производныхь И по х иу чрезъ част- 

ныя производныя по ти $ въ (1), будешь имБть: 

90", 96 90 190 
(ое) я (5 ® 
88. Для другого примра изояфдуемъ во что обратится волёдетые 
перехода оть прямоугольной системы оееЙ координать къ полярной 

- выражене эп. и 

дн Кд" о) 

По (4) $ 86 будемь имёть: 

- 90 _ 020108 90 де д 9 90 92, 90 0. р 
дя дя (=) Охду д’ бт бя ( ]- Ро бу 9 ® 
#0_00 % 90 92 ду Е 3, 90 02 900. 3 
081 — бля (2$ дзду 9399 Гб 2%) + Ноа За Роу 08 ) 

третье уравнеше для нашего иримфра намъ не понадобитоя. Дифферен- 

цируя (3) м (4} пред. 8 соотвфтогвенно но хи по $, ны получимь: 


885 бу 

дз; Зи @) 
я, 

а = — 7608$; я == — 730$; {5) 


внося изъ (3) и (4) предыдутаго 8 и изъ (4) и (5) настоящего въ {3} 
я (4) наотоящаго $, мы рт т имть: 


я в 
и они 27 ро 50$; (6) 
а 
очи —2 оО адодан р др — 
п) 
оно рты. 
Эти равенства проделать снерва ы такомъ видё: 
в 6 
р но — зи Зя 1. пение (8) 
90. р И 1 20, 290 
кА у - Е 65 т. 2 | 2 еду зо -- 
198 А (9) 
Е 08; арм }: 


складывая эти равенства и внося имфота выражешя въ скобкахъ его зна- 
чеше изъ перваго изъ равенствъ (6} пред. $. мы будемь имфть: 
20,90 20,1 90,190. 


дя Кое 060) 
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89. Въ 8 86 мы  разомотрВли тоть случай замфны независимыхь 
перем$нвыхь другими, когль даются выражевя прежнихь незавиоймыхь 
`перемфнныхь чрезъ новым; теперь разомотримъ *отЪ случай, когда на0бо- 
роть даются выраженя новыхь чрезъ прежв, т. е. когда за новыя не- 
зависимыя перемфиныя берутся нфкоторыя фунаши прежняхь: 
2—9, 5); } 
= у). и 
Первый шагь, воторый нужно здбоь сдфлать, остяегся прежний — это 
зыводь формудъ (3) и (4) $ 86; что кавается до частныхь производныхь 
д нуполи К то овЪ найдутся изъ уравнен!й (1) по правиламъ для 
дифференцировая ненвныхь функий. Такъ дифференцируя эти урав- 
вешя по 2, мы получимь два, уравненя: 


__ 9$ 9289 9%. у 
Ну! 
4, д ®) 
а Ри’ 
в й 
откуда найдемъ Е я: дифференцируя тЬ-же уравненя по #, будемъ 
имфть два уравненя: 
0—8. 88 би. 
бр Гу 6’ 
2. 24 бу 8 
Зв’ Ги а’ 
откуда пойдем 22 = > - Дифференцируя затвмъ равенотва (2) по 2, 
мы получимь таыя ры для опредфлешя = я 
р (= 90 бр бу 09 9 02 02 9. 
диз 99 = дЕ нод (2 и Нод бет бу бя: 
ЗЕ 2 дб ди Оф би аф бе 9 и [® 
бат \ 2 жду 52 02 "ар (#) бо бе бу 0 
офферентируя (3) пол (инки (2) по 8) получимь тавы уравнещя для 
8% 9. 
т 
0—9 22 2, 9$ (=. 2% бу), оу бу, 
да бе 96" деду (бе бт №3) би" 9 Е 1 
20 д 2. 
Тж Зарок р 5 
024 8 & 24 (=. мы у [| 
д 02 РГ даду 0 0708 ЭТ бу" 92 Е 
4.259, 
Зе “бр бу ЗЕ} 


= 91 — 


: . : 9 
уравненя для орон, и 2. нолучинъ; дифференцируя (3) 


по & они будуть имфТь подобный видь, какь и (4). 
30. Этоть вопросъ можно трактовать еще и иначе, именно, какъ мы 
двлали въ 8 86. Еели дано 
0 — Из, у) . (1) 


и требуетея ввести выфото перемфнныхь 2 и у `новыя 2 и $ съ помощью 
равенетвъ: 
29.) | ь 
8; ] @) 
10 мы можемъ предположить, что. 0 уже выражено чрезъ 2 и #; тогда 
оно будеть функщей прежнихь независимыхь перемвиныхь чрезъ по- 
средство новыхь; влёл, будемь имЪгь: 
, 90_00 №0900 и. 
0-0 Г 9, 
9090 % 00%. | 8 
Ги в, 
подставияя сюда вмфето частиыхь производныхь 2 и # ло х и у ихъ 
выражемя, которыя получатся изъ (2} чрезь хифференцироване по 
правиламъ для явныхъь фупкш!, мы будемь имфть искомыя выражешя 
частныхь производныхь ( по 2 и чрез частпыя производныя по 
28+ 
91. Для примёра предложимъ себ преобразовать выражщене 
9, 1190 | 
(ив), © 
переходя отъ полярной системы воординать назадь къ примоугольной: 
‘теперь прямоугольных координаты будуть новыя, а полярныя старыя; 
формулы преобразоваюя Футь 
доз; } 2) 
у-таы$. ‘ 
задача рышится такъ. Мы ныфемь 
00.90 83. 
а = в 
9000 4,06 84 (8) 
ЕАМ ВИ 
Дифферениируя равеяства (2) по 2, будемь имбты 
5 5498. 
1500098 —зш о; | 


По методу предпослвдняго $ 
90 


4) 


откуда найдемы: . 
93 __ _ 51$ 
9 т 


ь 65) 


— 92 — 


дифференцируя 1% же равенства (2) по у, будемъ имфть: 
од: 


Га 28 8) 
138-1609; , 
откуда найдены: 
%_. 9$ _ 03$ 
ое ® 
зноея это въ (3), нолучинъ: 
9090 ‚3—90 т $ 
ед оу} 
9790 у. 00. вв ® 
та На, 
откуда найдемъ: 
т ро 608$ 4-2 Ро о; 
(9) 
и ово 608$; 
внеся это въ (1), будемь имбть: 
90 90} 
ная) = + у] 09 


92. Рышимь ту же задачу по методу $ 90; для этого предположимъ, 
ято новыя неремфиныя уже введены шъ 0; тогда его можно разоматри- 
зать вакъ функшю старыхь перемфаныхь и и $ чрезь посредство ног 
зыхь хиу и мы будемь имфты: 

80 40 0% 0 ду, 
жду 9* 
Е 90 0 000. 0 
И СЗТ 
теперь изъ (2) пред. 8 чрезь дифференияроваше по ги $ находимь: 


9. 
Зв; ры 


бы; 2 оз @ 
внося изъ этихь равенотвъ въ предыдуния, похучимь; 

О вы | 

0 ой нь ® 


ветаваяя это въ (1) пред, $ и получимъ й того же 8. 
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33. Разомотримъ теперь тоть случай, когда заразь мВняются вов 
перемфиныя на новыя, какь независимых, такъ и ихъ фуньшя. Ноло- 
жимъ, что выфото функши 

И—Ие,у) @ 
независимыхь перемфиныхь 2 и у, хотять ввести въ формулы, содер- 
зашуя функцию О вмфеть съ ея частными проязводными разныхъ поряд- 
ховъ, функцию У оть независимыхт, перембниыхь 2 и & Для этого должны 
быть даны уравнешя, связывающя новыя перемённыя съ прежними, 
Еевли за новыя перемфнныя берутся функции прежнихъ: 


= (у, 0); . 
Фе, 0 2) 
Р—ру, 0); 


10 уравнеша между ироизводными @7 по д иу и производными У по 
2 и. можно получить замфчая, что съ одной отороны У намь прямо 
дано въ функщи х, у, 0 [поеаЪднее изь равенотвъ (2)]; еъ другой сто- 
роны, мы можемъ её разематривать вакъ функпию тёхъЪ же величинь 
2, у, 0 чрьзъ посредство 2 и #, которыхь У веть функшя [какъ то вы- 
ходить по иеключени я, у, С’изъ уравневй (1) и (2); слЫ. частныя 
производных оть 7 но хи У, выведенныя прямо изъ трезьяго уравне- 
ий (2) помня, что по (1) Семь функщы х я У], и чрезъ посредство 2 и 
$ кохорыя суть функша хи у по первымъ двумъ уравненямьъ (2), должны 
быть соотвтехвенио равны; отсюда получаемь тамя уравнения: 


в И Е ИАН ОИ 
о (в) Нав: 
9 ве С: %.20) [4 5920 п) 
ду Раб“ ду ве (ду Коби | Е бу +90 9у 


р . 98 
изъ перваго изъ этихъ уравнен!й получимь выражеще 25. а изъ вто- 
.- 90 ву 
Того выращеше —— чрезъ 5 и -;, и порембипыя х, у, И, воторыя 
ду ей 
летомъ исключатся при помощи (2). Если звозьмемъь производных по 
х ву оть (3) и (4), то получимъ тра различныя уравнены, изъ кото- 
80 
рыхь войдутъ, и притомъ въ первой степени, въ одно туз’ ВЪ другое 
а ь г 
ло, ВЪ третье —-5; изъ эрихъ уравнешй легко похучимь выражен 
бабу * ЗР дут УР у р 
этихь производных оть 0 второго порядка чрезъ частныя произвох- 
выя перваго и второго порядка оть 7 пои по & когда производныя 
перваго порядка 0 пох и У иоключимь изъ имфющихея получитьея 
уравненй при помощи (3} и (4); сами 0, 2, у исвлючатся потомъ при 
помощи (2). Такь можно постепенно подниматься до какого угодно порядка 


чвстныхь производныхъ, 
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94. Если даны напротивъ выражещи прежнихь перемфяныхь  чрезъ 
новыя: 
ха, ЬТ); 


(1) 
то, дифферевцируя ихъ по х, получимъ: 
Й. 9< 07| 9: 00 00 9} & 
ое) (КОР): | 
_ 19 97] 62 | (96 дум. | [8 
9 (5 = } 


Г р) бк Г ТОР 8) 
ап [- 5$ У д: (2 ‚ $ ЗУ и. [Е 
9% (0 ТУ =} 35 8} Т9У 9} 55} 
рЪшая (2) по ра и ра и вотавляя въ (3), будемь имЪть выражеше 
ея 3% де ы 


= чрезь `новыя перемённыя 2, В У и чаотныя производныя У, ис 
ди. Такие подучитея и выражеше Зи чрезь т же величипы. Диф- 
ференцирун (2) в (3) еще разъ по х, найдемъ подобнымъ образомъ 
5 

выражеше а чрезъ новыя перемфниыя в частныя производныя У то 
я и до второго порядка, и т. д. 

95. Въ заключеше этой главы разсмотримъ тавъ называемое /ежван- 
Эровское преобразоваще; воть въ чемъ оно соетоить, Пусть 


2— Ил, у): [09 
позожамъь: 
82 р 
=} р 
д _ (2) 
= | 
и прамемъ ри 9 за новыя пезависимыя перемфнныя, а 
ира —2 {3} 


за новую фунющю, и найдемъ выражешя производныхь огь и лорина 
чрезь производныя оть 2 0 х ну п наобороть. Дифференцируя {3) 
шо р, получимъ 


и 
ОРТ 
__ д: д» аа ди 
ый (чур 
что ва овновают (2) приведется къ такому: 
о 
де, 4) 


р 
Точно также, дафференцируя (3) по у, найдемъ на сеноваши (2); 
ды 


7 (5) 
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„Благодаря тому, что на основаши (2) изь выражен производныхь и 


пор и ибчезди 5 и проч, ‘намъь не понадобилось дифференниро- 


вать (2), вакъ того требуегь общая теоря: но это понадобится, вогда 
перейдемь въ чаетнымь производным второго порядка. 
Изь {4} и (5) имфемь: 


и бро бы 0 
ИС: Иры’ 
и био ды ву. в 
р-р За 
дифференцируя (2} нор нд и полагая для краткоети 
9, 0 д 


&, [©] 


27—” дуо" бут 
жы получимь тавя деф системы уравненй: 


(8) 


(9) 


изъ первой находимъ: 


(10) 
и изъ второй: 
да — 
ля: @1) 
(причемъ оказывается, какъ и дозжно быть въ (6}, что я &). Вновя 
изъ (10) и (411) въ (6}, будехь имёты: 
в, р, » 
бы о, т, 09) 
дня ба НЯ Ив 


910 и требовалось получить. Поремножая край изъ равенетвъ (12) и 
вычитая затбут квадрать средняго, мы найдемь: 


9% би ди 1 
бя (би) яя. (3) 
Боли положимь для ьратвостя 
9% 9 9% 
=В, За 5, аа —Т, (14) 
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то равенства (12) и (13} такъ перепитутея: 
й —5 Ш 


Е яя} 5. ржет т ря’ 05) 
и 
° 1 
Ти: 09 
раздёляя (15) на (16} почленно, получимъ: 
о бов В о 
ЕТ 5% ЕТ 8, ВТ 53° 


вакъ видимь между прежними и новыми леремфчными въ Лежвидров- 
скомъ преобразований: существуеть извфстваго рода взаимность: ота- 
рое выражается чрезъ новое, вакъ новое чрезъ старое. 

Этимъ мы и завончимь статью о замёнв леремфнныхь. Для упраж- 
нешя предлагаемъ нфеколько ‘примфровъ; для повёрки рыпенй, который 
читатель получить, совётуемъ сдёлать обратный переходь оть имфюща- 
тося получиться результата въ данному. 


ПРИМЪРЫ ДЛЯ УПРАЖНЕНИЙ. 


В у—вау о; 
принять х за функю у; получитея: 2” х — 0. 
2) эазуьы6; 
4 


Фу 
а 


Э асжу-вуту=о 
положивь 2==60%Ё, получим: г Чу =0. 


положизь х-=е, получим: 


Е Ву =. 


„Е 
9 ууу =6 
у, ау 
положивъ 2—4, получимъ: аи =0. 
5} Найти, во что преобразуются у” и У”, вели за независимую пере- 
мфнную принять #==2-{-2%. 


92 038 
6) Преобразовать уравнеше =”, полагая #--у=-Ё, 2 у 


дя — бут» 
я разомагривая 2 вакь функщю Е м. 
7) Если положать: 


д. д, 
о 
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обратится въ такое: 


д № 
Эыдь и ° 
8) Принявь: ито 
д==тз сов, 
у Ета, 
. 2 = 7008$, 
выражене 


#0, 90, #20 
ая Рай Рая 
преобразуется зъ тако 
#20 200, 1 20 1100, 90 
д Ну бу Ри дуг [ т 53 
9} Выполнить Лежандровокое преобравоване для случая трехъ неза- 
висимыхь перемнныхеъ. 


605$ 


ГЛАВА УШ. 


Приложене дифференцуяльнаго исчислешя нъ раскрытие неопредъленныхь 
выражений. 


96. Иногда случается, что результать ветавки въ данную функцно 
выБето незавиенмой перомфиной иЪкотораг чаетнаго значетя ея при- 
нимаеть одинь изъ слёдующихь вндовъ: 

9 5. . РОТА . 

%} 55: с0—00; 000: 6; 00°; 
еъ которыми мы не можемь связать викакого опредфленнаго предотав- 
лошя о воличинь, почему таын выражешя и называются неоиред- 
ленными. 

Хотя эти вырашещя для васъь совершенно неопредёленны, тБмъ не 
менфе величина, аналитическое выражене которой принимаеть для раз- 
оматриваемаго частнаго значешя незавиеимой неремфиной который либо 
изь отихь видов, можеть быть еовершенно опредёленная;: найти ве— 
значить раскрыть неопредъленное выраженйе: оновобы для этого будуть 
прелмотомь настоящей главы. 

97. Подъ иетиннымь зпачешемь выражен, прининающаго для раз- 
сматриваемаго частлаго значеши независнмой неремфивой неопредблен- 
ный видь, равумьють предфть, въ которому стремнтея это выражеше, 
когда значеше яезависимой перемфнной стремится въ этому частному 
значению. Такь, есуи 


© 


ет, 


Курсь диффер. в ивтегр. ночнол, 


= 98 — 


то, полагая ж=1, мы получимъ: 
0 
! Об; 
но если 2 не-=1, то будеть 
1 
ера... еЬ 
какь то извфетно изъ элементарной алгебры; теялерь, косде х будеть стре- 
миться къ единин\%, тогда каждый членъ второй части будеть стремиться 
ЕЪ единиць, а таяъ какъ нхъ ьбфхь п, то ихъ сумма будеть етремиться 
къ числу я; етБдовательно: 


др 


#—1 


=—Ц 
ед. {(2) — пред, = 
прох ГС ), А 
воть поэтому говорять, что въ настоящемь случ 
Ия. 


в 
Во многихь случаяхь можно раскрыть неопредбленность 5 "Ави 


же образомъ, улаливъ общаго множителя числителя и зяаменателя, обра- 
щающагося въ нуль дя разсматривасмаго значенёя 2; но это не веегда 
возможно; нанр., если 


— и 
1-0 


#) 


. 0 
то для х==0 эта функщя припимаеть видь б, & никакого общаго мио- 


жителя числителя и знаменателя мы не уемазриваемъ. Итакъ необходямо 
имфть друге сновобы: ихъ даетъ дифференщальное исчиснене. 
98. Пусть дана фунющя 


^ |2) 
о @) 
и Пусть для 22а и чиелятель и знаменатель ея обрашаются въ нуль 
Па—е  Р@-0; (2) 


непосредственная подетановна а выфото х въ нашу функшю дяеть по- 


этому неопредЬленность В : 


Ка) _0 

Ра о (3) 
Чтобы раскрыть эту неопредфленность, мы замётамь, ч10 въ силу (2) 
будеть при х отличномъ оть а: 


па _ г а 
2 — Ро ® 

Ноловимъ теперь зов х=-а--й, тдЬ й безконечно-малая величина: 
Ла--®_ Га- 5 
Те Ра ©) 
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чиелителя и знаменателя дроби направо оть знака = можно безь изыъЪ- 
неня ея величины раздфлить на 4, и тогда будемъ имфть: 


р 
)_ 
и — а: ВЯ: 9 


подведя # къ нулю, получимь, что 
Ка) пред ав) га), @ 
Ре А арЬьы РФ” 
пр ее и 
м деи 2 р. 


Такимь образом, ценинное значенйе дроби (3), прининающей не- 


ибо 


9 
отредъленный виду 5 для п==а, получило, залльниез соотвътетвенно 
ея числителя и знаменателя иль производными, и ветавивъ въ нить 
@ вмъето т. Тавъ, для примбра пред. $ мы будемъ имбть по этому 
правилу: 


согласно еъ выше найденнымъ. Точно такие 
че _ 6. 
па отб} 

примбняя наше правило, булемъ им®ть: 


т 
какь то мы уже анаемт; этоть примфрь данъ, вирочемть, только для 
повбрки методы, ибо для нахождевя производной 5112 намъ необходимо 
было знаше этого предьла. 

Нусгь 


примфняя наше правило, получимъ: 

ее ее 

бар №0 6055 ш=0 1 

99. Можеть случиться, что производных числителя и знаменателя 

° тоже обращаются въ нуль для того же звачешя независимой перемён- 

ной; въ такомь случаев, приыБняя кь нимъ тоже разоуждене, мы должны 
= 
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ихь замфнить и25 производными, слЬд. чиолителя и знаменателя данной 
дроби должны замфнить вторыми производными каждаго. Такъ, для дру- 
того примфра 8 97 имфемъ: 
2—2 0 

1 еирно 0 
примфняя наше правило, находим: 

&— шя| 1— вов; . 

Тео зах [050 0 сине ' 
«лёд. иетлиное значене’ неопредёленнаго выражешя есть 0. 

Еше примфрь: 


0 зах 


о е—*—Э00х 


т 0х 
эта фунвкыя привимаеть видь о дан х==0; примбняя наше правило, 
будемъ имть: 
е--е—=-- 205% 2 =- 25 27-е 26034] со 
2— мах ш=0 1—6035 ш=0 зо [=0 . 
Если 


_@—" 


то для Ж==0 опять будеть 0: примфния правило, получаемь: 


@#—1)"] 
я" шо ат роз 


у 


во здфеь 


%  1оре 


. т оса 
принимаеть опредёленное значене для х==0, именно з Тод * Второй ико- 


То 

(= [] 
житель, именно —— „т обратится въ р; примбняя къ нему то же 
самое разсужлеше нёоколько разъ, мы увидимъ, что вели эй чиело > я, 
предёть этого выражешя для х==0 будегь 0; при ж< я безконечноеть; 

Леа 
при т-® онь будеть: [т ы 
р ул \1юре 7 
100. Положамъ теперь, что функны прикимаеть неопредьленный 


со й 
Виды: 5, т. е. пусть для х-=а въ функии 


и чиелитель: и зваменатель обращаются въ безконечиость: 
Ка=оо и Р(а-оо. 


—_ш- 


Нашу функшю можно тавъ предотавить: 
1 
Е) 
и 
И @) 
и тогда она для х==а приметь видъь —; а потому, примфняя правило $ 98, 


мы будемъ имбть 


| _Р®| | 
[о _ т О [72] и Ы 
т. о "РГР 1 
ТО г=а ^ УфРь-а ша 
1) 


предполагая, что предьль +7 есть конечная величина, огличная 


= 
оть нуля, луеть А, мы монемь, въ иолиемь равенств®, которое телерь 


закь напишется: 


Ра) 
7) 


объ части раздёлить а А, и тогда получим: 


А А3-„ 


==а 


откуда 


или въ виду эначеня 4: 


. р =) р 
Итакъ, для раскрытая неопредтленивети > ‘надобно точно также чиели- 
теля и знаменателя зазибнлиль ить производными и вставить витето 
5: величину а, для которой получается такой видь для нашей фуннцаи. 
101. Мы преднолягали, что А не=0, ни 00; нубть А==0. Тогда 
можно ваять вифото разсматриваемой функши такую: 
2). „_ПО-И, в 
Из) _ ВЯ — 
#2) 
ХдВ 9 не=0. Эла функшя также приметь вадь 55’ какь и прежняя; 
но если предфяъ прежней быль 0 для х==а, то этой предёль будеть 
9, стл, конечный, отличпый оть пуля; а потому къ ней примфнимо 
наше правило,  вяфдовательно: 


Пе--оРк| — _Геокы) Р-Р, 
то ш=а 2) 2=а `Р® 
о Р-Р _ 0 
2 
(те +)... Ри “Ра РИ 
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сябдовательно 

9 _ Г, 

Ра)” Р@& к 
что и требовалось доназать.—Жели бы 4 было со, 10 вмвето (е 


т МЫ 
. Е И) 
взяли бы въ раземотрьше обратную ей функцию 7). 

102. Кели 4==00, т. в. функшя принимветь неопредёленный видъ 
о со 


1 
б и для #=00, то мы положимъ въ ней ==т; тогда будеть: 


м по . 
1 1) № 1 ( ’ 
21|. (+) о =), о ® с 


я=с 


слёдовательно, правило остается то-же самое. 


© 


Пусть, напр., требуется найти у== при 2=00{п-—цлое поло- 


звительное число), будемъ имёть: 


е г 
2*е=с И" 


е В 
х==с орк о ” 
ра 
Ве 60 
103. Иногда одвако шаблонное примЁнеше этого правила не помо- 
жеть раскрыть иеопредёзениость. Напр. 


у 


1 
16% 085 со 
1: х © 
аа. 
08° РЗ 


Дальныйлия дифферевцироваюя будуть давать тоть же результать; но 
вели мы замфтимь, что для веякаго х будеть 

фи . 

7. ша, 

веса 
то мы вайдемъ, что истинное значее нашей функщи будегь №. 


Случается и съ алгебраическими функщями, что ихь надобно бы- 


[6 
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0 
Дия 2==а принимаеть вЕдь >; вели замфникь числителя и знаменателя 


ихь производными, то будемъ имёть: 


Угу 


Ия 


со 
55 {2) 


[г=а 
примьняя правило $ 100, мы викогда не удалим ут—@ изъ знаме- 
пателей казъ Числизеля, такъ и знаменателя, какъь то ясно видно изъ 
правила дифференцированя дробей; во мы можемъ выражеше {2} при- 


нимающее вилъ 2 для х==а, преобразовать умножещемь числителя и 


анаменатевя лв УЖШ@; тогда будоть: 


полагая здеь х—а, по. 
В 12| 
2уз Ш Зуз—а 
Е 


2% ш=а И2+а |2=а 

104. Функщя можеть принять выль СО — ОО, когда она есть раз- 
ноеть двухь фукеш, обрещающихся для разоматриваемаго чаетнаго 
значен незавиенмой перемВнной 2, пусть для х--а, каждая въ 00. 


Ут. 
2а уза 


е) о 
Въ такомъ случа всегда можно бываеть ев привести къ виду 55 #1 у. 


Дйетвительно, пусть, напр., 
у ==8605— 4640; 


= З0 
для 2 5 будет: у==0о—00; о зеех па: Чех дд: олВдова- 
тельно: 
1 их 1- 9х 
6055 вт 605 


п 


0 
что принямаеть уже вель (. для «5; примфняя нравихо $ 98, буденъ 


иыфть: 


что совершенно согласно съ прежде найденнымъ значетемъ отношетя 


7 воторое для == равно 1 
ар» ВОТОрое д Бр . 
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Еще примфры 


зая 2-=а будемь имёть: у==00— 00; но это можно такъ представить: 
и 1 вш(—а) —(@2—а) 
а ща) (2—а).ми(а—я) 


у 


0 
что обрахцаетея въ у я-& Потому 


зи а) а) вов(#-—а)-1 9_ 
У— ра зев) р-а ео аа адена © 
-—91(#—@) | 
сов — а) Ро а} (= авики — а) | = 
(а) | —_ 9. 


25082 — а) —(2—а) 512 а) ш=а 8 
105. Неопредёленность 0.00 можно тазже чрезь преобразоваше 


Г] < п 
свести ив (о или __. Пусть 
у) Ее), а) 
и для я—а; 
Ка=0, Геос; (2) 
‘Тогдя, ваписавъ у вЪ такихъ видахъ; 
„- или „—2® 6) 
=) И (зу 


0 со 
мы получимь для 2-а или ут. пли у ст, что мы уже умфемъ 


раскрывать, Возьмемъ для прямбра; 


уе, 
ГА 2)>>0; вели ноложить #=0, то ВЪ виду того, что 1020==--00, мы 
будемъ имть: 
у=9.—00; 
но можно у такъ продетавить: 
__ №0 
= 


что приметь видъ 55 м 2—0. а потому потинное значеше найдется 


но правиху $ 100, т. в. замбняя функши числителя и знаменателя изъ 
производными. Мы будемъ имфть: 


1 
1082] Е д" | о 
дао и" Ць=о пе ` 


Найти, чему равно проязведене 
у==а"е-* при #==00? 
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Мы можемъ это такъ предотавить: 


—=| . 
ево! 
по тому-же правилу будемь имвть: 
у =" "| а м(п—1)(п—2)...3.2.1 | |) 
ео шас = ео ° 


106. ВеБ прощя неопредёленноети, которыя измъ осталось раз- 
вмотрЬть, а именно: 0°, с0° и 15, чрезь логариемироваше сводятся къ 
только что раземотр®нной неопредфленноети 6.00. ДЪйетвительно, пусть 

9—9), [6 

таб пусть для 2=0; 

ово и (а); 

сабдовательно, у прянимаеть виль 0; логариемируя (1), мы получимъ: 
ору (21ювф(=), (2) 
а это принимаетвь видь 0.—СО ддя ==а. Пели въ (1) для х==е 6у- 
деть: $(а)-=00, (а) —0, и, сл6ловательно, (1) приметь видъ 00°, то 
{2} опять приметь видь 0.--00. ели, наконешь, для т==е будеть 
вь (1) $: 0-00, ввд., у въ (1) иринимаеть видъ 195, то 
(2) приметъь видь 00.0; раскрывъ эту неопредфленноеть по правилу 
$ 105, мы будемъ змать 103; по’1обу же мы найдемъ и значен!е самого у. 


Примиры у-читУ?, 
что =0° при 2-0; беремъ 


т. 
ру Уж «== 51 
это нря х—0 принимаеть видъ: 0.00; но 


92 
>- 
озфдовательно 
0ву=0 п У=1. 
107. Итавъ: 
ее) 
1, неоиредёленности фя 55 Ребнрываются, замфняя числателя и 


знаменателя ихь производными 1-го, & иногда и 2-го, 3-го, — вообще 
эи-го порядка, не только одинаковаго; 

И, неопредёленность 00-—ОО сводитея въ первой изъ предыдущихе 
чрезь приведене къ одному знаменателю обонхь обращающихся въ 00 
членовъ данной функийи; 
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Ш, неопредёленность 0.00 сводится къ одной изъ Т чрезъ преобра- 
зован!е; 

ТУ, неопредьленности: 0°, 00% 152 оволятоя къ предыдущей {11} 
чрезъ логариенироване. 

Иногда прежде примбнешя правила Г, нужно одЬлать нфкоторыя 


преобразованя. 
108. Еели изфемь фуньшю у, опрельляемую уравнешемъ 
Иа, у)=0, @ 
то, дифференцируя это уравнен!е, получимъ: 
—0, (2} 
откуда найдемь: 
ы и 
бе 
Ев о 
у 


о 
это выражене производной можеть принять видь ба нфкаторой част 


ной системы значенЙ д и у (напр., 2—4, и=6), удовлетворяющей урав- 


9 
предёленность по правилу $ 98, помня, что у есть функщя =, мы получимь: 
ий += 
_ бя був" @ 


8; 
неню (1) в обращяющей въ нуль заразь -_ и а, . Раскрывая эту иео- 


ТД ш=а, у-$, а У’ есть искомая величина. Освобождая это оть зна- 
менателя и перенося все надфво, получимъ такое уравнеше для опре- 
лем значемя у’ при Фа, у—5: 


р р ад 5 

а "Ноу 2=а, у=ь 6} 

Это же веть ее производное уравнеше для 2==а, у==б; (ибо тогда 
по предположеню йо) Итавъ въ разсматриваемонь случаь для 


опредьленйя у’ надобно обратиться ко второму производному уравне- 

40 м вставить въ него а н В вижето № и у соотввтетвенно. Коли 

вов чаегныя производныя 2-го порядна отъ {по д и у для х=а ву=б 

обращаются въ яуль, тогда уравнене (5) теряеть значен!е; 85 это.мь елу- 

чаь нужно обратиться к5 третьему производному уравненгю, которое 

для разематриваемой частной. потеки пиаленй 2 и уобратится въ токое: 
р оне, ® 
я Раду" зая бу 


и такъ далве. 
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109. Прииюръ Г. Пусть дано уразнеше Девартова лиета: 
2’ Зазу--у’>0, (1) 
и требуется найти значеще у’ для х==0 и у=0, Первое производное 
уравнеше будеть по сокращеши на 8: 
2 —пу--(у--азу=0; {2} 
при 2=0 и у-=0 кооффиненть при у’ и члень незавибятй оть у’ 
обращаются тождественно въ нуль: оттого лдя вистемы значений пере- 
внныхь изъ эхого уравнешя нельзя опредфлять у’ соетавляедиь слв- 
дующее производное уравненле, т. е. второго порядка: 


2 — ау -аху’ 0. (3) 
Подзагая здьзь 2==0 и у-=0, мы получимъ 
—2ау’—0, 4) 
откуда найдемъ 
| У =0; (5) 
но будегь и другое рынеше, именно 
ус. (6) 


ДЬйотвительно, вообще уравнеше (3) дая опредфлешя у’ будекь второй 
стешеки; у ласъ оно привеловь къ уравиеню первой отелени оттого, что 
обратился въ нуль коэффишенть при наивысшей степени у’ а въ таком 
случаВ всегда одио рынеше будеть безконечно. Это можно показать на 
этомь же примёрЪ. Уравнене (3) дия иаиего примфра, отбравывая членъ 
съ у’, будетъ (по раздёлещи на 2): 


2—ау--чу=0; (7) 
отеюда вообще получимъ 
‚ а+уа-Ч ху. 
А (8) 
полагая х=0 и у—0, мы получамъ: 
„ аа 
и; (3) 


для верхняго знака и получимъ у’==00; для нижняго у’ принимаеть видь 
0’ #0 оно найдетея —0, полагая въ (3} 1-0, у—0, какъ мы уже 


видёни. Мы видёли (введеше $88 19—91), что у’ есть угловой воэффи- 

щенть касательной къ кривой; слЬд, въ началь коорлицать Декартовъ 

лнеть иметь двЪ касательныя: одна, для которой у’=0, совнадаеть съ 

осью 2-овъ, другая, для которой у’-=о0, совнадаеть съ осью у-овъ. 
Призеьрь ТГ. Возъмемь още уравленю: 


= --у-0; (10) 
производпое уравнене будеть по раздфяеня на 2: 
(22—32 (у — Зазуду==0; (11) 


для 1-=0 и у—0 оба коэффишента въ немъ обращаются въ нуль; 
составляемь второе производное уравнене и отбуавываемь членъ съ 
у", отльльно равный нулю; будемь ихфть по раздьлевни на 3: 

2 -ут) — ду му —0; (#2) 
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его ноэффищенты тоже обращаютсн въ нуль для 2=0, у==0; потому 
соетавляемъ следующее, т. в. третье, производное уравненае и, раздв- 
линъ ого на 2, отбравываемъ члены съ У”, ибо оня обратятся въ нуль 
для 2—0, у=0; получимъ: 

2=— Ву —Зауз--2уу"—0; (13) 
и здВоь ВоВ члены обратятся въ нуль; потому соетавляемь слльдующее, 
т. в. четвертое, производное уравнеме и отбравываемь члены съ У% 
дЬля на 2, получныь: 


1— Зуи 0; 14) 
отеюда находимъ: 
Е вх 
у -4 „ЗУБ, 5) 
Р 2 
и сад. 
8-5 
И ЗУ а9 


тавимъ образомь у’имфегь 4 различныхь значешя, которыя всё веще- 
ственныя, ибо /5<<8. Кривая четвертаго порядка (10) ифеть въ точёЬ 
1-20, у==0 четыре различныхь касательныхъ; она распадается па 4 пря- 
мыхъ, совпадающихь съ этими касательными, ибо изъ (10), раздфяяя на 
2', получаемъ такое уравпеше: 


(ан, и 
откуда получаемъ: 


(8) 


(19) 


что предетавляеть четыре прямыя, проходяпя Чрезь начало координатъ, 
имфюлия тф-ще угловые коэффищенты, какь касательныя въ точёЁ #==0, 
у=0, шо (16). 

110. Если иивемъ хробную функщю двухь независимыхь перем$ниыхь; 


“феи' в 
тдЬ ое, у) и Ч, у) таковы, что для ха, уз-б об обращаютен въ 
нуль т.е. 


< (а, 9—0, а, в)==0, (2) 
то для л==@ и у=ф, будеть 
Г — 9@ 8) 0. 3 
и ееа, у-ь — а. 6 8) 


Чтобы изелФдовать это выражене, имфющее неопредфяенный видъ, мы 
положимь 


у (2), @ 


— 10% — 


гдЬ 3(2) совершенно произвольная функшя, но только такая, что 


3-8 6) 
тогда будеть - 
Ч, 3(#)] 
"фене 8) 


такая функшя 2, которая при х-==а принимаеть видъ 5 а пому 


истинное ея значене для = будеть 
89 


Я) 
—} (7) 
$(а) 
8,05 2 „89 
я 5 озвачаюгь, результаты вставки въ к и Е вифсто ну 
валить виба За * 55 Результаты вотавкн тёхьже величинъ въ 
= и а. Но (7} содержать произвольную величину 3/4), олёл, есть 


зезичина совелиенно неопредъленная, потому что чрезъ изыбнеше совер- 
шелно произвольной фунвши $2} можеть иринимать всякое звачен!е; 
исключено будеть только 710гда, когда имфеть мфето пропоршя: 


8) 
8 5 
если общий знаменатель отношеня означимъ черезъ Х, такъ что будеть: 
№ 8 
ий ® 
то отоюда получимъ: 
92 _ 
би 
подетавляя ото въ (1), будемъ имёть; 
р. 8 #0 
нею Нота ю 
96 а 8 } @0) 


б; = , 
Я о мы 
> 930 есть величина, независящая отъ.$”а). Услоше (8) можно по оево- 
бождеши оть знаменателей и перенесены воего налфво тень през- 
ставить: 


82.4 9.0 _ 
р д От 0 
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или тан: : 
20.24 _ 94] о. (12) 
бр бу бу дааа, у. 
Напр. дробь 
аи 2 
ий. 
при х=1 и у==1 принимать виль © и обетаетоя въ самомь дБаь 
неопредёленною, ибо чаетныя производныя числителя 
22 и у 


не пропорщональны чаегнымь производнымь знаменателя: 
3% и —2 

тогда кавъ дробь 

е"-1 1 — Эту 

жи 


0 . 
тоже принимающая неопредёленкый ВидЬ - для тЬхъ-же значе неза- 


вноимыхь переминыхь: х=1, у==1, тёмь не менфе выфеть опредь- 


при этихь значеныхь хи 


. 1 
ленное значеше, имено ==, ибо частный производный чиолителя, 


ищенно 
#2-1—2у и 1 ах, 
образцаюцияся об$ въ —1 при 2==1 и у=1, пропорщональны чаот- 
нымъ производиымь знаменателя: 
3 п 3, 
обращающимея для тВхъ-же значенй хи у каждая въ 3. 

Этниъ мы и закончимь статью о нахождены истинныхь значенй 
неопредйленныхь выраженй и переходимъ къ другому приложению даф- 
ференщальяьго иочислевя къ анализу, именно жь вопровамь о нииболь- 
шихъ и нанменьиихь величинахъ. 


ПРИМЪРЫ ДЛЯ УПРАЖНЕНИЙ, 


—2. 
о ео 
э 
3) 
9 у те [2-0 
5) у— ово т 
8035 х=0 3° 


__ 291%; — 912 —1 
У — их Вани 1 


5 


1—0 
= 
> У нения 


8) 


9 


ю Путая ВЕТ 


11) =. 


12) 


13) 


19 у ох! 


15) 


16) 


11) 


ИИ 
Ща 
1 
— Е 


18 у> 


= . (05 натуральный). 


21 


20) 


Н 
21) у 108 Па 


22) о 1. 


ЗИ И, 


23 уя Норов 


24) у-ва =. 


— па — 


25) у ан, 


28 уже] 


27) у-=зе2х вив[ = 


+= о 


_= 
+ 


28) =. 


29) у=е 


30) у=| 


—-. (е=2118281828...). 


34) (узраруениай ава); 


35) у\__Обалут-1обалй-—А-0з 


д—2: 
рн - 
а | 
37) р 
38) уе ам] | _ =. 


39) Найти у’для х==Ъ, у==1, когда у опредьлястся уравненемь 


аи 
ее вони од Отв. у— ив. 


49) Найти у’ для 2-0, у==0, когда у опредфляетея уравнешемъ: 
(1— у умах -=0. Отв. уно. 
28 азу--уя 
41) Найти значене — - 
ау 
42} Найти значене. -— — т 
27 — вау} — 2=- 
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ГЛАВА 1х. 
© наибольшихь и наименьшихь значенахь фунный (тахипа. и типа). 


1И. Пусть дана функны 
=); 
дадимь 2 приращеше №; тогда у получить приращене 9: 
. 9=Иа--)— (=): , й 
въ предблакь непрерывности функши при й безвонечно-маломъ это тоже 
будеть безконечно-малая величина, которую, какъ мы знаемъ, можно такъ 
предотавить: 
рый, 
ЕДВ. /(х) производная отъ у по х, а величина безконечно-малая при 
А безконечно-маломъ. Взявь # за скобки, будемъ имфть: 
9=МР®-а- 
При безконечно-иаломь # знакь выраженя въ скобкахь будеть одина- 
ковъ в0 знавомь перваго его члена, т, е. со знакомь /(2); олёд. при № 
положительном, приращенше у функщы у будеть положительнымъ, когда. 
будеть: 


г®>5, (1) 
и отрицательнымь, когда будеть: 
70< 0; (2) 


слЬдовательно, функшя у будеть возрастать вмЪотВ въ 2 (короче: будеть, 
возрастеиющею), пока будеть имфть мЁето неравенетло (1), и убывать 
при возрастами 2 (короче -—будеть убывающей), пока будеть имфть 
мото неравенство (2). Итакъ, но знаку первой производной мы можемъ 
судить, будеть-али функшя вблизи разематриваемаго значешя 2 возра- 
стающею лли убывающею. 

112. Значене функщи, доститнувь которм возрастая, она начи- 
паеть, при продолжающемся возрастаи =, убывать — называется наи- 
большимь (тахпилии); значене функдри, доетиснувъ котораго убывая, 
она начинасть, при прололжлющемея возраставш 2, возрастать — назы- 
вается нашиеныишии (тиши). Означая черезъ № безконечно-малую 
положительную величину, опредфлеше ваиболышей величины можно выра- 
зить перавенствомъ: 


< Г®>Ге-», () 
или, короче, 
Ие)> Их); (г) 
опредБлене нааменыпей неравеяствомъ: 
2-й >< а, (2) 


Курсь диффер. в мытегр. ночлся. 
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дли, короче, 
< е-у, ©) 
т № положительная безконечно-малая величина. 

13. Язъ даннаго опредёлешя паибольшей величины едфдуеть, что 
для того значешя, независимой ‘перемфиной, для котораго фунвшя прини- 
маеть наибольшее значенуе, слёд. изъ возрастакицей переходиль въ убы- 
ваютиую, ея производлая должна м®пять знакъ -{- на —; изъ опредвленит 
наименышаго значеня функши слдуеть, что для того значешя пезави- 
симой перемфичой, для котораго фуякщя принииаеть наименьшее значеше, 
ся. изъ убывающей переходить въ возрастающую, ея первая проязвод- 
ная должна мфнять знакъ — на -|-. Отоюда олёдуеть, что для отыека- 
ая пиьжь знамений незавиеимой перемтиной, для которыхь функщя 
принимаеть наибольнёя и нацменьиия значеня, надобно отыскать 
эт5 значеная независимой перемтнной, для которых ея первая произ- 
водная лебняетьь ввой знакъ, и опрефьлити Эля каждаго из нить кака 
она его мльняеть: вели -- на —, то для соотвътетвеннаго значеня 
2 значеше фунюфи будеть тажтит; вели — на -|-, то тритит. 

34. Фунвшя м5няеть ‘свой знавъ или переходя черезъ нудь, т. е. 
обращаясь въ нуль для разематриваемато значешя х, или дВлаясь для 
него разрывною. Напр. {2х м%няеть знакъ, обращаясь въ куль для 


д==т, и въ 0 д 22-1) 


значенй, для которыхъ данная функщя иолучаеть наибольтщн о или 
ваименьния значены, надобно отыекать пренде воего тв значешы 2, 
дли которыхъь ея первая производная обращается въ нуль или нретер- 
уфваеть раврывь непрерывности, в затфиъ изолбдовать, для которых 
изъ нихь происходить веремфна знака и какая именно иаъ двухЪ выле- 
указанныхь. 

Пусгь для примёра: 


Слёл, для отыскайя вобхъ тЬхъ 


. У—=зех; у (1) 
его производная будеттъ: 
ЗН и 
У’ азы @) 
эта фувкшя обращается въ пуль для 
ш=т, {3) 


(Е — цвлое число}, и вЪ ОО для 
т 
2 (29-05 {4 
(9— ЦВлое число}; но обращаясь въ безконечность, она не м6няеть сво- 
его зяака, какь легко видёть; дЬйствительно: 
вт((29--0 =) 
у’ о 


. {— 1)9605й 2905 
езз((29-|- 5 = 1) 


за “С О’ 
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хавой бы внакъ передь А мы ни вояли; слфл., для х, онрелёляемаго 
формулою (4), у—5е6» не будеть ин шахпаии, ни шшипото: ди 
ствятельно, онъ, какъ то извфотно изъ тригонометри, при переходь 
черезь тамн вначешя 2 перескакиваеть нзъ—00 въ-!-ОО или наобо- 
роть, слфд., обращанеь въ безконечность самъ м8няеть знакъ. Для 
8115 

60535 

знакъ, и именно при переход черезь значея м, для которыхъ == 
- (четное чясло): 


мЪияеть 


значенй, опрелфляемыхь формулою (1), функшя у 


2=2, (5) 
она ифняеть знакь— на-|--; дЬЙстввхельно: 
‚_ Яве) _ ящЕА) _, 5. 
<ЗЭНЕЕВ) СЕЙ ГОЛЫ 
слфл., для 2 менылато чвиъ Эт (нижний заакъ) будеть ——; для х боль- 
шаге (верхнй знакъ) |; слёд., у=5е0х получаеть для нихъ наимень- 
шее значеше (именно -|-1); для знатевй 2, дли хоторыхь #=2{-|-1 
(нечехное ‘число), олредвляемыхь слёлующею формулою: 


а (1, (6) 
фувкщя о мфняеть знакъ -|-- на —; лЬйотвительно: 
‚_ З[@--Ок-Я _ эп) звА 


сы еНЕТ к си т ой 
елёх., дли => (2-|-1|п имфеть знавъ —, тогда какь дая 2 (21-1 п 
имфеть знакъ --, откуда и слёдуегь сказанное; слёл., фуньщя у==3е6х 
для Этихь значешй получаеть наибольшее значене (именно — 1). Что 
— 1 вышло шахииит, а —-1 этот функшй у==есх, когда — 1 < -- 
это не заключасть въ себЪ ничего страпнаго: значешя тпахииа и пуийоа 
таковы лишь по сравнешю со смежными значенями фунищи, т. е. зиа- 
чешнми ея дня значешй пезависимой перемфиной, отличимщихея без- 
нонечно-мало в5 ту или другую сторону отз разсматриваемаго зна- 
ченя х. Но для в=2 5-1 будеть 

у ве вее(20 5 2) == 3е0(3Е й) == 500% 
величинь положительной и большей единицы, если # не--0; ибо 
Веб Г, а тогда знаменатель<С1, елёд., дробь>1; для 2==(27- Пт 
будеть: 1 1. 

пулевой 


ео 
эта величияа отрицательнан, но численно по той-же причян® >> 1; слёя., 
она <—-1. Итавъ, дЬНетвительно, для х=? функшя у—зесх при- 
нимаеть значеню, менышее емедтыхь, слёд, будеть янйыимии, дая 
==(2-1 1)" функшая будеть имбть значеше болфе омежныхь. с, 
будеть тахиший. Наша функшя у==зест, какъ видимъ, будегь имбть 


безконечное множество и тЁхъ и другихъ. 
. „ 


15. Еще примбръ: 


беремъ прочзводвую; нолучимъ: 
, 1 йе) 44. 
ао а Пе 
Эта фуньшя обрашаетея въ нуль для х=-1, м ВЪ ОО Для 2==0 и х==8; 
но, обращаясь въ оо, она не м5няеть знана; олфд., для этихъ значе- 
нй у не будеть ни шахиоми, ий шноош; и дЭНетвительно, самъ У 
обрашается въ СО дли этихъ значенй л, перескавивая при возрастаю- 
шемь хоть —00 къ --00 при лереходВ черезъ 2—0, н обратно 
оть --00 кь —С0 яри переходв черезъ и=2. Что. ше касается зна- 
чения, обращающаго у’ въ ‘нуль, т. в, 1, 10 при нереходв черезъ, 
него у’ мфияеть знакъ — на —-; слВд., для него сама функщя получаеть 
наименьшее звечеше [которое, кавъ легко видёть, равно 2], 

16. Раземотримь подробнёе чБ олутан, когда У’ мЪияегь знавъ, 
не претернфвая при этомъ разрыва некрерывноети, стало быть, обра- 
зцаясь въ нуль. Въ этихь сдучаяхь можно по знаку второй производ- 
пой узвать, будеть ли для разематриваемаго корня уравнешя у’==0, 
фунвшя у шахшния или пипиюот. ДФЯетвительно, если для разомат- 
риваемаго значешя 2 вторая производная "<< 0, то первая яроизводная 
3’, переходя черезъ нулевое значеще свое, убылаетъ, ‘слфл. раньше обра- 
щешя въ нуль была > 0, т, е. положительная; посл6 обращешя въ пузь 
будеть < 0, т. в. отрицательная, т, е. она мёняеть знакъ -- на —, а 
потому сама фунищя у булеть тазтит для разоматриваемаго значе- 
шя х. Если же у’>0, то у’, переходя черезь нудевое свое значеше, 
будеть возрастать; елёд., до обращеня въ нуль она будеть имфть знакъ 
—, посл6 знакъ --; но когда первая производная у’ мняеть знахь — 
па -|-, то сама фупкшя будеть тогда збейюит. Итакъ, если для зпа- 
чейя х, обращающато фувкщию у’ въ нуль, будеть: у’<50, то в будеть 
тахииши; если У”>0, то у будеть шшиимя. Если 


ве0т, 
то 
зто 
6055 
я 
у 60385-20842 
во ’ 
эта величяна +1, когда 2=2/т, п 1, когда 2=(21-Пп, вакъ 


легко видфть; а потому дая 2==24л будеть у интитата, а для #—(21--1)& 
будеть у тахиици, согласно съ прежде пайденнымъ, 

Предлагаемь примбнить этоть критерй фазличешя тахнише и 
пуийтию во второму изъ предыдущихь примфровъ. 
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117. Еоди у’-0О въ одно время съ у’==0, то въ этомъ случав 
надобно смотрёть на у”: если она’ не==0, то у не будеть ни шахт, 
ни таншиии: въ самомъ дЁлЬ, въ этомъ случаВ у”, обращаясь въ нуль, 
будеть мнять знаке; слёд, для у’ нулевое значеве будеть тахпизт 
или пизниии, елфд., она вблизи этого значеня ие будетъ мВнять своего 
знака, какъ то иеббходимо дия того, чтобы у было тахнилиа или тайу- 
таит. Но если у”==0 въ одно время сь у’=0 и у”==0, а У не=0, 
то у будеть шахпииит, есяи у@9<_0, и иманивти, ебли у09>>0. ДЬй- 
ствительно, въ первомъ случаЪ 0 будеть для у” тахиици, слёд. вблизи 
его она < @, слёд., у будеть шахипаш; во второмъ — наоборотъ: 0 
будеть дан у’ пмниит, слёд., вблизи его она будеть > 0, сллев., 
у будеть шлчтош. Вообще, если первая изъ неуничтожающихея про- 
изводныхь будеть четнаго порядка, то когда она имфеть отрицатель- 
ное значене, сама функщн будеть махоиот; если она имфеть положи- 
тельное значеше, то зама функия будеть шшивит.. Въ самомъ дёлЬ, 
если первая изъ увичтожающихея производныхь оть у по х есть 


9—5; то дая У зшачене 0 будеть шахниит, если у << 0, 


дя разематриваемаго значевя 2, и шипит, если у20>>0; сад, въ 
первожь случа у- вблизи разематриваемаго значеня 2 будеть отра- 
цачельцою, во втором положительною, и потому дян 8-9 0 будеть 
въ первомъ случа тахйназ, а во второмъ шийтит, сафд., вблизи его 
въ первомъ сзучав будегь у? <_0, а. во второмъ>>0; сльл., @ для 
9*-9 будегь шахищий въ цервонь случа и пуайшиш во втором; про- 
должая эти разсуждены, и дойдемь хо заключешя, что въ нервомъ слу- 
чаф, т. е. когда уеЮ<о0 будеть у шахниат, во второмъ, т. е. при 
/29>>0, питииил. ели первая изъ неуничтожаницихся производныхь 
будеть нечетнаго порядка, нанр. УФН, то сама функии у не будеть 
ни тахпипт, на тона; въ самомъ дЬлЪ, въ этомъ случаЪ 0, по сей- 
часъ доказанному, будеть пыахилиа или пниипит фупки у’ (первой 
производной оть И); стл., вблизи его она не будеть мёнять своего знака, 
а потому У не будеть ви тахышит, зи шнупиию. 

118. Нуеть для примёра у=а^, гдЬ я озпачаеть пфлое положитель- 
ное число; производныя этой функши выражаются формулою: 

и —1)(п—2)....(в —т-- 1-я; 

откуда видно, что пока "< в онф ве вмыф съ самимь у будуть 
обращалься въ нуль даа я==0; перван изъ производных, необрацаю- 
щаяся въ нуль для 2==0, будегь производнан я-го порядка; ибо если 
=, то 


иж —1)(#—9)....3.2.4.25, 
слбдовательно, величина постоняная. Жсли теперь ® четное чиело, 
напр. ®=2р, то, едёд, первая изъ неуничтовающихея производныхь 
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для нашей функщи будеть четнато порядка, и какъ овв>0 (ибо равна 
положительному числу я(п—1) ®—2)....3.2.1), то 0 будеть том 
нашей фучкши у=2%; и дЬйотвительно, 4%? остается похожительнымь 
завь для положительныхъ, такь и для отрицательныхь значенй х, съ 
увеличевемь чнеленнаго знячев:я которвго раететь безирерывно вмфотё 
съ 2; олбд., О будегь плюпоат функши. Если теперь ® нечетное чиело 
2-=2у-|-1, то первая изъ неувичтожающихся производных, будучи. 
и-го порадка, будегь нечетнаго порядка, и потому у=-х”. въ этомъ 
случа для л==0 не будеть ни тахиачт, ни шиючи; и дЪйствительно, 
ЗЪ ЭТОМЪ ©1уч2 ужа” булегь при переходв черезъ нулевое свое зна- 


чене для 2-0, мбнять знакъ, ибо: (—2)*==—” теперь; елёл., 0 не 
можеть быть для иея ни тахиват; ни иуайзуиа, 
Пусть еще 


ие) а; 
уе Пе -е Пе 06-3), 


отеюда видно, что У’ обращаетея въ пуль для х=-Ё и дня я= 


тогда, 


Чтобы узнать, которому значению х отьбчаеть шахними, которому зайу- 
выии, мы берешь вторую производную: 


уе 16-8) (2 — 188 4 1 5=--1); 


Е 
отеюда видно, что для х==1, у’==0; для 2—— 5 мы будемъ имыть: 


ч70 < 0; езфд,, для 2—5 Иша функшя будеть имёть шахпаак (и 


дАйствительно, при переход» черезь эзо значене первая производная 
мфияеть знань -- на —). Чтобы узнать, что будеть для 2=1, мы 
должны взять тротью чроизводную: 
у’ 82 — (ба Ее 1551821621; 
отоюха видно, зто У” тоже обращается въ нуль дя х==1. Ищемъ ло- 
этому четвертую производную: 
= 12[52—1--52—5] =24(52—3), 

910 уже не равно 0 для ==1; эта фуньщя 2>0 для ==1; отоюда за- 
ключаемь, что наша функщя есть алулиа для х=1, лакъ какъ первая 
неуничтожающаяся производная воть 4-го порядка, олёд. четнато и при- 
томь >>0 для 2=1. 

19. Пусть теперь у есть ивявная функща х, опредфияемая урав- 
ненемъ: 


Дау. | а) 
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Для отыскашя ея шахпимиговь и шилии’озь. надобно отыскать ть 
значеня 2, для воторыхь у’ мБняеть свой знакъ. Дифференцируя урав- 
неше (1), мы будемъ имфть: 


8 9} 
и @ 
откуда 
а 
р "эр. (3) 
у 


Эта функшя можеть мЫнять свой знакъ, когда она или обралказтоя зъ 
нуль, или претерпфваеть разрывъ непрерывноети, слёд., для тЬхъ зна- 


ченй =, которыя нри помощи (1) обращають или шие въ нуль, 
слёд. удоваегворяють или уравнению: 


9г 9) 
950 при (1), или уравненйо Яо при (1). 
СлЬд., эти значешя пайдутся, рая сиетемы уравненй: 
= 2 
. зу) =0 и == (4) 
пли: 
9 - 
Иез =0 и Яо 6) 


Эти условя необходемы, ло недостаточны. Можеть случиться, что 
нфкоторыя изъ значенй 2 и у, удовлетворяюцея 1-й снотемЪ, будуть 
удовлетворять и 2-й; тогда, т, е. дия такахь общихь рьшевй этяхъ 

о . 
систехъ, функшя у’ приметь видь 0’ Е иотинное ся злачеше пайдется 
по правиламъ предыдущей тлазы. Отбрасывая эти рёшешя, если для 
цихъ у’ не =0, ни ==00, мы остановимся на рымещяхь сиотемы (4) не 
удовлетворяющихь систем (5); для такихь рьшешй можно по второй 
ъпроизводной судить, будеть ли для нея у шаюиии или ннаитат, или 
ни то, ни другое. Вторая ол 5” найдется изъ ‘уравненй: 
У а 
Кб у’, 6 
ВЕР оду Рау оу 8 
которое дяя разсмагриваемой системы значенй 2 п у, для которой будеть 
У—=0, принимаеть такой видъ; 


На. Ю 


откуда находим: 


8) 


—-:190— 


Изь. отой` формулы видно, что слиахиаии у будеть для ‘тВхЪ тие 
‘снетемы (4), для хоторыхь >. у з будегь имфть одинвховый внакъ съ 35; 
ити — когда они брут Бы противные знави. Коли о для 


`разематриваемой сиетемы рипенйЙ, то должно обратиться къ раземотрё- 
вю у”.ит. д. 
120. Напр., дано уравнене ‘кривой, называемой эллиивомъ: 


Ка у)-= 1) 
дифференцируя, находимъ (по раздёлени на 2): 
у, 
жфиу— 6, 
откуда. 
ЕЛИ 
У аи 
Это будеть равно нулю; когда = 
0, т. е. для #—0; . {2} 


тогда 
у=ЕВ [шуъ ур. (1)], 
Такимъ обрезомъ мы имфемъ два рыпемя снетемы уравнешй (1) и {2), 


выенно: 
2=0 } м #=0 } 
у=--ь у=-Ь 
Лля того, чтобы ‘найти, которое изь пайденныхь значенШ у’ будеть 
97 


2 
махниит: и которое изинииш, мы беремъ Эша: ОНА = сд; Эта величина 


8 2 
всегда положительная; что касаетея до м. то она =, и ед, по- 


ложительная для у=-|-6 и отрицательная для у== —0; вявд., уж 
есть шахниии, з у=— 6 есть пывйпим этой фувкщи. Предлагаемь 
провфрить этоть выводъь по правиламъ для явныхь фунншй, рышивъ 
уравнеше (1) по у. 
8 . 

Га то изъ системы уравшешй: 

8 2 
ПО а Ио, 
мы получимъ у=0 и 2= а; но у=0 о не будеть ни шахици, 


ви питницти, нбо для дальнёйитихь значений 2 (т. е. численно большихъ 
2 ложе перестаеть 
у рестиот 


Если мы приравняемь нулю 


@) у становится мнимымь; и дЬйствательно: у”. 


быть дБЙствительнымь, когда 2>>а, а не мБняеть знака, нак это ие- 
обходимо для шахииии и тушииат. 


м 


121. Джя другого прияёра `вольмемъ - кривую, называемую эволютою 


эллипса, воторой ‘уразнен!е ееть: 
2 3 


В 
—=)* @) 


(2) 
откуда в 
т 
т, з 
(ау, 
"— ($) (:) . 8) 
Отеюда вилно, что у’=0, котла у==0 д слЁд., 
—м 
аи, [С] 
и У=00, когда 2==0 и ель. 
а— 
у. {5) 
Но 0 не будеть ни шахпилыо, ‘ви пципимт У, опредфляемаго уравие- 
21—82 


немь (1); вь самомь дЬтЬ, дая значешй х, численно большихь — 


функшя 9, а слЬд., по (3) и у’, двязются инимыми. Чло же касается до 
значенй, принимаемыхь у для х=0 [когда у’ обращается въ 05], то 
2 


р 
у= - , 
будеть тахинию, & 
у= 
тицииии,` Въ самомъ дл, изъ (3) видно, то вблизи 2==0 в 
@— 2 
у=- _ 
нроизводная у’ мфняеть энакъь -- на —, вогда х переходить чрезъ нуль, 
возрастая, тогда какь вблиза 1=0 и 
вп 
у=— ‚ 
у 5 


производная у’ въ этомъ случа мфяяеть зпакъ — на -|-. 
122. Переходимъ тедерь къ фуншямь многахъ деремённыхь. Пусть, 
напр. 

и— (т, у) [о 
будеть функшя двухъ пезавиенмыхь перемёиныхь 2 п у. Дадимь ну 
безконечно-малыя приращешя # и #; сези дли разематриваемыхь значе- 
ий хиу приращене у функщи, а именно 

у=Ге-Е № у--®)-- Г, у) (2) 
остается отрицательнымь, какь бы мы ни измфияди й и А, то значене 
Их, у) для разематриваемой системы значешй 2 и у будеть тахитит; 
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если 9 оотоетея почожительнымь, какъ бы мы ни измвинли Ви, 10 
значеше /(2, у) для разсматриваемой системы значенй 2 и у булеть 
элиииит. 

Объяснивтъ, что должно разумВтБ подъ шахничигомь и ппитаигомь, 
функщи двухь независимых неремфивыхь, перейдемъ въ оповобамъ ихъ 
захождешя п различешя одного оть другого.— Пусть 4. система зна- 
чевёй, для которыхь функщя + отъ 2 и у получаеть наибольшее (пах 
мини) или наименьшее (врушит) звачене; дадимь имъ приращения: 

В —аё, В, (3) 
тд & и В производныя величины, а & перемфнная величила, безвонечно- 
малая; тогда будемъ имёть: 


и — аа у,-|-В8); {4) 
такимъ образомь, # обратится въ фупкцию оть # черезь поередегво 
перемённыхь: 

да, уу, (5) 


которая для #==0 получветь свое наибольиее (или наимевыцее) зна- 
чене (ибо обращаетея въ и, ==/(х., у,)}. Но для этого дояжино быть, во- 
первыхь, при #=0: р 
2 
ао 8) 
дя воякихь & и В, ибо эти величины произвольныя; э10 же возможно, 
когда отдёльно въ одно время: 


9 2/0. 
97 = @ 
отеюда мы и найдемь тЬ значешя хи у, для которых - мо при 
4 
{—0. Во-вторыхь, должна р охранять свой знакь, кавъ ии жы ни 


измбняли а м В. Но 

и ЭР, ,. 
ав бя ая В+ в ® 
это же выражеше будегь сохранять свой знакь при изыбнени я Е 8 
тогда, когда 


га 
(5) - дадут ®) 
въ самомъ дЬлЬ, изъ теорфи квадратпыхь уразненй извБотно, что въ 
этомъ случаь ал ве в в 
92 
ая ау НЕ } о вй 
будеть имфть мнимые корни, а сл. первая часть его будеть, вохра- 
вать свой знак, какъ бы мы ни измфияли величины © и [. Нели мы 
лоложимь въ (8) В=0, а а-=1, то будеть 
фи _ др. 
ай д’ 
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. эха величина Дня тшахжиат должна быть << 0, для шшииаи >>0. Та- 
кимъ образомъ услоыя шахипоиу’а будуть 


2 взр ар 87 
(=. ат`ду <  бдя>0; @1) 

увы пшотиь "о =. 
о -аеоке о. (2) 


Здфеь выфото х и у разумБютея вотавленными рёшеня уравненй (7). 
Общее обоимъ услоше, т. е. (9), есть услове неизмфняемости знака вто- 
рого нолнаго дифферелщала (какъ легко видёть) при изыёнени @л и ду. 
Прилььчане: м изъ ов в въ (11) и (12) мы могля бы замфнить 


такими: въ (0? ду о; зь (12)° РЯ о; но это нельзя считать за но- 


зыя условыь такъ какь они °ть *адетнй соотвтетвенно (11) и (12), 

9/ 

дя и я 

когда имфеть мфото это неравенетно. 
Бели вмЪето (9} будемъ имБть: 


ибо изъ (9) видно, что всегда имфють одинаковые знаки, 


28 о бр _ . 
(я) в ”бя 0, (13) 
то есть мьего сомнфийо. Въ этомъ случаВ (8) можно такъ представить: 
Н т 
@ы ГОГ Гб ] 
мак] 9) 
это выражеше обратитея въ нуть лая 
ау А я 
к к Сы 0 
подставинъ ихъ въ роже: 
@ 97 й . .. 
в дя а эВ о в див (6) 


если получится резульгать отличный оть нуля. то не будеть ни тахйиа, 
ни шинла; въ противномъ случа, т. е. сети получится нуль, то под- 
ставляемъ изъ {15) и аи В С утки ив и по & 


ОИ бе О нра Г обв 1 
ай ды о т } ая а 


если получится результать отльчпый оть нуля, то смотря потому, бу- 
деть-ли онъ < 0 или >0, будеть шехииши или пупипав; въ иротив- 
номъ елучаЪ, т.е. если получится нуль, то надобно обратиться къ раз- 


9% 
омотрью 55, ИТ. д, 


@ 
: Фи 
Коли услове неизмЪняемостн знака Е [(8)] или, что тоже коднаго 


дифференщала второго порядка, именно (9), не выполнено, тавъ что выра- 
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кеше налЪво будеть <0, то для такой скотемы вначенй-х и у фунвши 
не будеть шахзшиши, ви шлштот. Равнымъ образомъ, сели ‘для нея во 
производныя 2-го порядка обращаются въ пуль, т. е. 

м Рон о 

д *. ду ВО 
мы не можемь вывести. ниъакого завлючешя, не обративыгись къ раз- 


и 


о 4 
смотрёню 2," в. (16): если опа ие равна нулю тождественно для 


&==х„ у==у, 10. и не будегь для этой системы значенй х ии пахипою, 
ни шнишоти; если же всё производныя оть м по # и у 3-го порядка, тов- 
* 
дественно равны нулю, тобда надобно обратиться въ раземотрнпо ео 
т.е. (17): если она сохраняеть свой знакъ, какь бы мы ни измёняли д 
я В, то функшя и будеть для разематриваемой системы значения и у 
тахипашт, когда этоть знакъ будеть —, и пнаниат, когда онъ --; одпако, 
вь виду того, что на практикЪ р5дво представляется падобноеть ‘прибъгать 
къ этимь разоматривамямь, мы ив нихъ не будемъ долбе останавди- 
зваться, а перейдемъ кь примфру. 
123. Пусть 


н-над--Эблу еу-- 205 Эви 9; @) 
чтобы найти ея тахропт члн нулииши, мы приравниваемь пулю ея 
частныя производныя; будемъ имЁть но раздфлеши ихъ на 2: 


т аа о 


Рыная эту систему по 2 я у,`мы найдемъ то, что мы выиге обозначали 
черезъ 2, и у, Значеше м для этихъ значенй мы можемъ такъ пайти: 
если мы уравцешя (2) помножимь соотяфтетвепло нах пу и сумму ихъ 
зычтемь изъ (1), то, означал черезъ , соотвЪтотвениое значение р [т. с. 
для д и у, удовлетверяющихь уравневямъ (2}}, мы получим: 

д-р -о-и 8) 
исключая х ну изь уравяешй (2) и (3), мы найдемь: 
ае9-- 260е — ве — ед" — 96", 

ае — 5 
Чтобы узнать, будсть ли это значене наиболынимъ или наименынимъ, 
мы приббгаемь въ раземотрфнию значенй вторыхъ производныхт: 
1 ты ры 
2`ая—° Зи -” Я 
отбрасыхая численный множитель, эдфеь одинаковый, а потому ноимфюций 
вывыйя на знакъ первыхъ частей перавенотвъ (11). (12) пред. $, мы 
получимь, что когда у 


О 


0 на 0, (5) 


— 5 -— 


эначене функши и, будеть махипит; при 


И пе 0 иа>0 (8) 
булеть м, тойтами фунюши 4; вели же 
Я — 40, 


то ни то, ни другое. Приравнивая % нулю, мы получимъ общее уравне- 
не кривыхъ 2-го порядна: 
ал? З6ту-- судах --Эеу--9==0: 

оно предетавить элиипоъ, когда 5*-ае<_0, и гиперболу; когда $ —ае >0; 
кромБ того извЪетно изъ аналитической геометрии, что уравненя (2) 
дають координаты центра кривой; слёд., можемъ сказать, что въ центра 
эллииеа фунишя,  предотавляющая первую часть его уравнелйя, будеть 
тахниота или тури; тогда какъ въ центр гинерболы функшя, 
представляющая первую часть ея уравнешя, не будеть ни тахииот, ип 
тии. 

124. Нредыдущее легво распространяется на функии какого угодно 
чиела пезависимыхъ перемфнныхь. Пусть 

И=Е(х, у, 2) 

прянимаеть наибольшее значеше при 
чить, что 


2, у=у, 2=2д ато зни- 


Е щи, --) — Е(ть уь <, 
накъ бы мы ни измёняли Л.К,[; ебли 

КР Рю -- 0 — (зу 2%) > 0, 
‚ кавъ бы мы ни ивмбняли #,6,1 то 0,=Р(лиу„2ь) будеть пищит 
фунюши И. Положимы: 

иж уеуь В 2-1, 
тд ©, ‚8. 4 — произвольныя посгоянныя ввличины, а #— безконечно-малая 
перемфнная: мы превратимь {7 въ функшию одной перемфиной # 
= Ре, Ву, 
хоторая принимаеть наибольшее (или наименьшее) значене при #=0; 
стбдовательно для #==0 должно быть, во-первыхь: 
у ай _д 


И 9. 
Ви“ ЗиНов =0 @ 
при веявихь а, В, /„- откуда таня три уранистя: 
р 9Р 
п о Пн; @) 
во-вторыхъ, ня 
#0_2Е Ро, тов й 
Е 2 4 рае? в 8 


ро О 
ан ая } а Тау 
должна сохранять при #—0 и воевозхожныхь измёнешихь а, В. -у свой 
знакъ, который долженъ быть — для махниии и -|- дия рав, Подо- 


жимъ для краткости 
Р.Р ИЕ р Ро РР, 
я? дут бя би бр ау 


4 
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* 
пи аВО--2у-2ЕЧа--26В. (5) 
АДЬля и умножая на А, этому выраженю можно дать такой видъь: 

#01 

т (даре в-— РАО ВраАР сви (6) 
Для и умножая на АВ— ©? веб члены, начиная съ члена (АВ— 6')*$*, 
можно ихь совокунноеть такъ предотавять: 


два В—в КАР бВУП- 


(1) 
(ав 6 (46—8)—Ар— вау") ; 
ы (4В— 6 (40 Е*)- {АВЕ 5) 
=А{ 4В0—ВЕ:— 06*—АП\42рЕС}; ‘ 
вновы ото въ (7), изъ (1) въ (6), мы подучимы 
М 
+-ав-аъ{АВО-ВЕ" 60" АРерЕО - © 


это выражеше будеть сохранять свой знакъ при воевозмомныхь измьне- 
ихь а, В, \, когда имфють одинаковый зкакъ: 
ав пав ат4ВС ва” С6*- АР" -2РЕб|, (№) 
т. е., когда имфють одинаковый знакъ крайшя изъ трехъ выраженй 
А; АВ 6*>0; АВС-ВЕ—С6*—Ар"+2рЕб. (1) 
Жоли этоть одинавовый знакь этихь выражений будеть —, то 05 бу- 
деть тахшиия функши 0: если онъ |, то 0, будеть шизиииий; воли 
же знави выращея! (11) будуть различные, то И, не будеть ни шахь 
таит, ин ино. 
125. Боли мы имфемь функтю пфокольвих неремёнвыхть, напр. т: 
ата), (1) 
тлф 2.1.1» различныя иезависимыя перемёниыя, 10 летво видфть, 
разсуждая накъ для случая двухь и трехь незавиеимыхь перемённыхт, 
тто значения пезависямыхь перемёвныхь 2,2... „, Для которыхъ яхъ 
функшя О можеть принимать нанбольния ивзи нанменышя значения, 
найдутся изъ уравнений: 
90 90 
9, ад; 6, @) 
и что для изолдовашя, будетъ-ли для значений, удовлетворяющихь этимъ 
уравнеляиь, функщя О’ таажипии или пниниоз, иди ни то, ни другое, 
надобно раземотрёть ныражене, подобное (5) $ 124; но мы иа этомъ 
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6 будемъ останавливаться, тавъ какъ чаше обще случаи рёдво пред- 
оставляются на практик, а переходныь къ отмосительнымь татёта и 
эта. 

126. Иногда случается, что перембнных, входяпя ‘къ фунацю ‘мно- 
гихъ перемфнныхь, связаны нфоволькими уравненями; требуется найти 
для какихъ значенй’ независимыхь перемённыхь изъ числа удовлетво- 
ряющихъ этимь уравнешямъ, функщшя ихъ будеть ахпиии или инийтит. 
Пуеть требуется найти тахиват илк опаблии фунвии 


б=ау,2), [6 
когда перемфиныя 2,у,2 связаны уравнешемъ: 
бел =о. @) 


Въ этомъ случаБ одна изъ неремфнныхъ, напр. 2 перестаеть быть неза- 
висимой перемфиной и становится функшей остальныхь 2 и У; сад. и 
О будеть на дВяь фувкшя двузхъ независимыхь перемфнныхъ, зависящая. 
оть нихь кажь непосредственно, такъ и чрезь посредство перемёиной 2 
въ еилу уравненя (2). Обозначая полныя частный производныя 0 пох 
иу (т. е. хакь непосредственно, такъ и чрезъ посредетво г), при помощи 
круглаго 8, во заключая вь скобки, мы будемъ имвть по предыдущему 
таыя уравнены для опредфлеюя значешя иеремфнныхь $ и у, и2, при 
Боторыхь 0 можеть быть тамтат или тшййит: 
80' 90) 
(5) [= ® 
я уравнеше (2); всего, елФд., три уравнешя, — сколько, слЁд., неизвфот- 
выхъ. Кром того для юшахипат н тайцилии еще дозжно быть 
90\* /0%б\ 10*0) 
бы} — (в <, ® 


и далфе для шахиилий 


(5) 9 
и для вноппаль . 
[ть ° 


Раскрывая производныя вь (3) и (4), мы будемъ иибть: 


90) 990 20 9, 98 
ВИ 28а, ы 
[Нар ы ив: @ 
но изъ (2) находимъ тая пронзводный от него уравнени: 
р, 08 02 20,9 а 
о 5; о 
де На 5—8 зубу ®) 


9 8: 
внося изъ нихь въ (7) значеня = я ау мы дадимъ (7) такую фориу: 


и 9 я 
929 9 бу ©) 
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воть‘ изъ Этихь уравнений и (2) и найдутся ‘значешя” 2,9,2, Для Котол 
рыхъь. О==/(а,у,=) можеть”: ить: ахтний или’ пазутито.. Подобнымь 
образомъ раекроются и нроизводныя второго порядка 0 подиу ярк 
номощи’ производныхь уравненй второго порядка оть (2); но мы иредо- 
ставляемъ ‘это читателю оодёлать самому. Такъ поступають и въ ‘сдучав 
ббльшаго чнела перенённыхь, оть которыхь зависить даяная. функц, 
когда они связаны ифоколькими: уравнешями. Махипа. и. пупипа функци 
многихь неремфиныхь, когда. они орязаны изоволькики уравнемями, на- 
зываются относительными талии и тета. Изложенный способъ ихъ 
отысканя и изолёдораня пояснимъ тенерь примбромъ, 
127. Найдемь наибольший и наименьший радуеъ-векторь эллипса: 

от 

дя — =0, 0) 
проведенный изъ его центра. Вжфото того, ‘чтобы искать твахпепт или 
шийищыи самого радуса-вектора, мы будемъ искать шахпиши иди тмин- 
дих его’ квадрата: 


ия @®) 
который очевидно будетъ имёть мБето для ТЬХЬ шо значейй хи у. Это 
будеть функшя одной независимой перемфиной, напр. х, въ силу урав- 
вешя (1). СлЬд., значеня, для которыхь х можеть ихБть шахипит или 
пыйнпот, найдутея изь уравнешя: 
1 4% Й й 
5 == и/-0, в) 
тдБ у’ опредфяяезея изъ уравнемя производнаго отЪ {1): 


о, в 


л ватёмъ по знаку яторой производной: 


та р . 
завет, (©) 


хдЬ у’ опредфувтея изъ уравиены второго произ 


однаго оть {1): 


{6} 


мы рыниать, дли когорыхь изъ нихь и будеть шахиюии, дай которыхь 
и будегь иниивит. Поключая уу’ пзъ (3) и (4), получизгь: 


1 

(= 

ел6л, 2==0, и у-=-5. Иеключая у” изъ (5) въ помощью (6), будемъ 
иметь: 


о 


® 
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что для разоматриваемой системы значений т иу обратится въ такое: 
=12>0; 


сябд. и будеть пишит. Вели бы мы приняли у зв яезавивимое пе- 
рехяное, а х за его фуякшю, то налили бы, что для 2=--а, у=-@ 
функшя и будеть пахбищи. Сад, эють снособъ не веегда еразу даегь 
зоб рышени, и это потому, что х.и у играють не одинаковую роль ири 
его примфнени. 

128. Лаграижь даль для розысканы шахива и пупрюа другой спо- 
собъ, болфе сииметричный относительно перемённыхь, связанныхь урав- 
невями. 

Пусть 


О ея, 2) [в 
фунюия я перемфнныхь 2, г,-.2„, свизанныхь 2 уравиенями: 


Фебь янь. 
Фет, 


. (2) 
ый. 
приченъ, конечно, т< я. омножимь эти уравнешя на неопредфленные 
пока множители А, Л,,....А= и приледимъ къ 0; получимъь функино 
О-о) обвалы ода), (9 
зпаченя которой для значешй л,,..л„, удовлетворяющихь (2), будуть 
очевидяо равны значешямь функши 0, ибо прибавленные въ С’ члены 
рощи ъъ нуль для такихь зпачешй переифилыхь. Множители 
Арль... А» нова неопредбленныя функщи тВхЪ же перемЬнныхт; опредьлимъ 
их изъ услови, чтобы въ 4У коэффищенты ж дифференшаловъ (вапр. 
бе, @тьь... 0») обраацались въ нуль; козффищенты оставшихся поель этого 
— т дифференщеловь должны для шахпиа. и иноипа обращаться въ 
нуль, ибо этл дифференщалы произвольлы; [въ снау уравнен, нолу- 
ченныхь чрезь дифференцироване уравнешй (2), ® дифферетазовъ 
функши оотальныхь ®—9;]| такамъь образомъ будемъ имёть 2 слбдую- 
щихь уравнений: 


790.2, 9, 
ак ак Нда аа, 
979. в, ал, 
вые РАаь ‚т, 


99, в, | бт. | Е 8», 
дааа Нд, НАбы, + 9 о, 


Курсь ляффер. и иатегр. можеш, 
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(ГДВ для краткости только удержаны характериетики фуякщй, а пере- 
мВнныя опущены); на осповати же уравневй (2), эти уравнешя при- 
ведутся въ такимъ: 

ы 


(3) 


(#60 9,==0, 9,—0,...фи==0). Еели мы изъ этихъ уравнеый исключямь 
Ао А.А», То мы нодучимь в —т уравненй: присоединивъ ихъ ко (2), 
мы получимь ® уравненй, изъ которыхь и найдемъ значешн независя- 
мыхь перемфнныхь п)й,.27„, для которыхь 0’ можеть получить нан- 
большее и нанменьшее зваченя, при ограничены измфняемости иере- 
МБЕВЫХЬ 27„...2, услошями (2). Остается, конечно, ияехвдовать будегь- 
ла на самомъ дёхБ имфть мФето тахполно или пути, или ни то, ни 
другое, --и общбй елособъ дая этого дашь Вейервгграссомь; мо на пуак- 
твкВ это обыкновенно легче р8огаетол на основаны спешальныхъ для 
кажлаго случая разоматриванй. 

129. Изъ аналитической геометрии извфетно, что уравнеше централь- 
ныхъ кривыхъ 2-го порядка, когда онф отнесены къ прямоугольным» 
осяыь, начало которыхь въ центр кривой, имфеть такой видь: 


вай Обои | суз-- 9—0, @) 
и 410 разстояше какой-либо точки, координаты которой (5,9/}, отъ начала 
зоординать выражаются формулою 


ИРУ 2) 
Бели мы возьмемь точку на кривой, предоставляемой уравнешемь (1), то 
2 ву будуть евязаны этимь уравненшемъ. Найдемъ точку кривой (1), 
наибол%е и навиенфе удаленную от» начала координать; другими ело- 
зами, найдень шохпоцти а пулиа фучкця г координаль =, у точки, 
выражаемой чрезь нихь формулою (2), когда эти координаты связаны 
уравиенюмъ (1). Для простоты: изояфдовашя можно выфето ^ взять 7 
(какъ и раныше дфлали), ибо они въ одно время будуть шахпипи или 
тупит. Мы положимъ для краткости 


ау, 8) 
и найдемъ шахииии ил йууаих 4, кохла хи у связаны уравпешемь 
(). Но изложенной сейчасъ теорш Лагранка мы подожимь 


=и-- Жах--26ту {су 9) {4) 


2 
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и приравияемь нулю ея частных производныя по & и у, ямёч въ виду 
уелове (1}; мы получимь по раздёлени на 2 тая два уравненя: 


на ее-Ыу О: 
1 (5) 
5. |-7 6=-еу)==0; 
я Да пе-Е №у=0; , 
вое Пужо; } 5) 
дЬля каждое на Х, мы дадимъ пмъ такой видь: 
1 
(а+реи о; 
5”) 


1 
ве [с] 
Исключая изъ этихь послёднихь уравненй т мы получим: 


Бу ебу -0; © 
это уравяене предотавляеть пару прямыхъ, взаимно-перпендикулярныхъ. 
Въ вамомъ дЬтЬ, ему можно дать такой вилъ: 


ыы ы 


в угла навлонешя къ оси абоциось прямой, соединяющей точку (2,5) 


еъ началомь координать; отсюда мы находимъ, означая углы наклонени} 
черезь он ф, что 1ефАвф'= —1, откуда и елбдуеть взаимная перпен- 
дивузярноеть этихь прямых. Ичакъ точки кривой (1), ваибожбе и иаи- 
менфе удаленных оть центра (он же и начало координат), суть точки, 
переефчея этой кривой съ нарою взанмно-перпеняикулярныхь иряхыхь 
(6) Гля (67. 

Другой способъ рышеня этихъ уравненй будеть такой. Иеключая 
т ну ить (57), мы получамь: 


ееныичь о 
или, раскрывая: 
ешо. [Ч 


. 1 - . 
Изь этого уравнены найдемь 5., 2 стёд., в 7%: тогда изъ (5”) наблемнь 


изиу. 
Помножимь уравневя (5”), первое па 2, второе на у, и сложимь; 
тогда на оеновани (1), будомъ имфть: 


и 
р ® 

ли % 
ть (8') 
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сифдовательно #=9/ будеть величина еамого %. Можно получить урав- 
нен!е для ел опредленя. Помножимь (1’) нв 99; будемь инбть: 


в В а 

де е--9-— © — ав)м*—0, 
ихи, имя въ виду (8') и помножая на — 

(6*— аби — (адм 9*-=0. ©) 
Корни этого уравнены дадуть наиббльшее и наименышее значеня фунеця 
и. По свойству квадратнаго уравненя, ироизведене обоихъ корней = 
р едёл, будеть положительное для эллипеа, дня котораго 
$—02<0; еабд., оба эначеня и будуть подожительныя; для гиперболы же 
$1 6_>0; олд, оданъ изь корней, т. е, одно изъ значенй м будеть 
отрицательное: ему отьбчаеть мнимое у. Въ первомъ елучаБ наибольшее 
изъ и будеть шахшиив, изименынее —шийииил, ибо уравненйю (1) можно 
удовлегворить только конечными значениями х и у, .саВд., № всегда 
конечно; во 2-мъ случа (т.е. 6°— 4е>0) уравневшю можно удовлетво- 
рить и безконечно-большими значенями хи у, а потому и м, а вабл., 
и ›, можеть быть безконечнымь; положительное значеше % даеть слёд, 
нанменых ›.- Способъ Лагравжа важенъ потому, что на празтикЬ при 
выражени уравненымя услоый вопроса, чаето приходится вводить вепо- 
могательныя велвчины, овязапиыя извветными уравлеями *). 


ПРИМЪРЫ ДЛЯ УПРАЖНЕНИЙ. 
Найти наиболыьшя или наименышя значешя Функшй: 


1) ужжа—*); у шамииии пря #= 


2} ужа — 2); утажмииии при = —_, у внаиии при #== — 


3 
3) ужа — 828-2251 245412; у шакиоиш при х=2; а 
Ти при ==3. 

62-1; при 2=0 ни тафииии, пя ининаию; при 
1 зпахнниш. при 2-3 шшииии, 


5} ута-М;у шйшит при 2-=Иа. 


— бай 


В уу шйшиии при а-5. 
7) ие, у шахнииш пря 2=е. 
8 у ыы нишитию при #=1. 


ра 


*) Хорош выборъ задачь на тахипа и шйцииа, систематически распозо- 
жевныхь, читатель найдеть въ задачиякь по дафференщальному ночнозевно 
Войтинекато. 
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® 


9} у=щасозк; при 2—1 


. т... 
прахиноп; при 2 иминдут. 


20) и», при 2-2 шйиило. 
11) о пря 2—0 шеи; пра х=--:1 шажиниия. 


Ги 
12) у=3З23/@—2); у шакииои при 2==е-—1. 


13) усов; у шахииия при а-- рано. 


м) у-— 5; ушами при 2-5 
а у 
15) у-Еаи 4» —8==0; при и 1, у шахниии; при 2—1, у на 


таахиоиы, ни пшйвиа. 


з_ _ 
16) уча“ Заху==0; при а=У2.а, у==И4.а шахилит: при 2==0, 
у=0 врлаши. 


8_ 8_ 
—4аху = 0; при #=--аЗ, у шахйиит; при 2== —а/ 3, 
у итниата. 
18) ира Алу ву; и 8 шахпиит дяя 


2==И2; у--у?. 
19) м-ауца-—2-—9); дя 2-5. =, и есть шахивит; для 2==0, 


У—0 ни то, ни другое. 
20) ша али Вау дай 5. 


21) и-вйыя ати 4 еов(е-- у). 
22) ину ие. 
28) ие --ФоовЗу; 
24) ига” авлу-- №? при условйи 
ира --2ражу (1-1: 


нанбольния и ваименьышя значены # найдутся изъ уравнены: 
ара) -— ща — раз 9—0. 
(= ЕТУ Ое-- Г} при ублови ие А, 
2у при увловт 2 у’— Заху==0. 


21) и=ифу 2 при услошихы ра и уу. 


28) иж 2 при увловяхь 2:у==2:3, ху —2-=12. 


1 | 
29) о |] дри уозовисы 
21: 2:3:4 и аура. 
30) зе’ А, 


— 184 — 


ГЯАВА Х. 


Приложения дифферевщеальнаго исчислешя нъ геометри на плоскости. Жася- 
тельная, нориаль и проч, 


130. Пусть дана вривая аня АВ, уравнеше которой въ зрямо- 

злинейвыхь координатахь ееть 

2. (у) —0- @) 
БВозьмемь на ней очку М, коордиваты которой 
пусть будуть х==ОМ и у=ММ, и другую, близ- 
кую къ ней, именно №, координаты которой пусть 
будуть 2-— ОМ и и М№М,. Разность 

д—2=ОмМ—ОМ=М№ 
|—— Мы означимь чрезъ /, такь что будеть: 
ити о мх д, 2 ММ, (2) 
Соотвфтотвующую разность офдинать: 
у.-у=ММ№—МУ-ММ№—№К-КМ, 
(МК]ОХ), мы означимъ чрезъ у, такъ что будеть: 
. 9=и-у-=КМ. (3} 

Если принять абецисеу 2 за независимую перемфиную, то въ еилу урав- 
меня (1) кривой АВ, орднната у будеть функщя абоциесы 2; если 
абециеса х=ОМ получаеть приращеше 4= М №, то, какъ видимъ, ©9- 
отвБтетвевная орликата ММ, обрышаясь въ ординату №М', получаеть 
праращене 9 ЖАР. 

Проведемь теперь черезъь точки М и № прямую ММ”; это будеть 
свкулая кривой. Уравнеше сп, какь прямой, проходящей черезъ точки 
И(т,у) = М(хьу,), будеть какь то изБЪетно изъ Аналитической Гео- 
метрии, сл5дующее: 


Иа), @) 


тд Х и У обозначають координаты какой-либо точки, взятой на ебкущей; 
за основан!и (2) и {3) это уравнеше можно такъ представить: 


уУ-—у= 7 (Х—®). 4) 


131. Если теперь будемь приближать точку М кь М, двигая ее 
но кривой, то сфкущая будеть поворачиваться около точки М до тёхъ 
норъ, пока точка, ЗМ ве совиздеть съ М: въ этоть моменть повора- 
чиваше прекратится; то предфльное положеше сБвущей, когорое она зай- 
меть вь моменть совпадешя точки №’ въ М, называется касательною 
прямою къ данной кривой АВ въ точкВ Л. Опредёливъ, чт разумють 
подъ термяномъ «касательная прямая къ данной кривой въ данной на 
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ней точкв», мы сейчась можемъ получить ея урванене. Въ уравиеши 


(4!) съ приближещемь М’кь М отношене : — приращешя ординаты 
кь приращеншю абоциесы — будегь стремиться къ своему предёлу: въ 


производной ордиваты у по абоциесв 2, т.е. въ у’; тавимъ образомъ 
Хравневе касательной будеть такое: 


У-у=у(х— =). (2) 
Еели кривая лана уравиешемъ такого рода: 
у=/ (2), 
о тогда будеть: 
у=Р@), 
и, ольд., уравнеше касательной будеть: 
| уу). () 
Напр., если ужи, то У’—=60зм, и квоательная къ кривой: 
у ==, 
будеты: 
У—у=60:2(Х-—1). 


Евали уравнене кривой дано вь вид% (1} пред. $, то мат найдемь у 
ло правиламь дая ненвныхь функшй изъ уразненя: 
а 
в Ну" © 8) 
Рьшивъ это уравнене цо у’и подотавивь въ (1), посяв легкихь пре- 
образован, получим: 


НИЕ -и 6. в. 


Если уравнене (3) помножимъ на 4х, то будемъ имВть: 

. Ну, ди ==0. 6) 
Сличая эго уравнеше съ (4), мы виднмъ, что травнеше касительной 
прямой можно получить, замфнивь въ уравнена, получаемомъ отв при- 
равкивая нулю полнаго дифференщала функии, стоящей по лёвую 
сторону оть знака равенотва въ уривиеви кривой, дифференшаль коор- 
динать 42 и Фу разностями: Х—х и У—у. Такъ, если дано уравне- 
ше эллинеа: 


10, ® 


©) Боди заразь 2 


называются особенными; интересная теомя ихь выховить однако за прекзлы 
вашего куреа» 


10 У навлется по $ 108. Тая точен 
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то уравнеше касательной къ нему прямой, по изложенному сейчаеъ пра- 
вилу, получится изъ уравнешя, получаемаго изъ полнаго его дифферен- 
ала, приравненнаго нулю: 
Зее зубу 
а" 53 ы 
чрезъ звыВну Йх и 4у чрезь Х—жи У у, и будеть (по вокрашешя 
на 2): 


2(Х_—=) 

в о 
Эт уравнене представляють обыкновенно иначе: раскрывая скобки, 
получимъ: 


и в, ® 


2х ти 
яя _и-® 

придавая къ этому уравиевио уравнене (8), мы получимъ по вокращенш: 
Ня 10. {8) 


Въ этой форм6 его легко запомнить: сравинвая это уравнене съ урав- 
ненемъ (6) самаго зляипоа, мы видимъ, что уравнезе касательной къ 
эллииеу выводитея изъ уравневя самаго этлилея чрезъ замёну въ немь 
27 и уз соотвётотвенно черезь 2Х и УУ, гдВ < и у, но прежнему, озна- 
зають координаты точки на эллипев, а Хи Укоордиваты какой-либо 
точЕи на касательной. 

Тавимь же точно образомъ найлемъ, что уравнене насательной къ 
гипербол: 


д? 

а м _ 
будегь: 

2х уг 
. мо 
уравнен!е касательной къ параболь 
у— ря =0 

будегы 

Уря. з. 


Отсюла легко получить очень простой оповобъ 
провелеши насательной къ параболь: еели, поло- 
жихь, У-0, то для абсциевы точки ветрьчи этой 
касательной съ овью абоциссь, получимь Х,-= — 2; 
слфл., если длину, равную абоциесь данной точки, 
отложить по он абоциееь въ обратную ето- 
рону, то получимъ точку Т по овен Оз, зоеди- 
нивъ которую съ данною точкою М на параболь, 
получимъ касательную къ ней въ этой точЕБ. 


аз — 


132. Преобразоваше уравневя касательной къ эллипеу, выполненное 
въ пред. $, распространяется и на касательную во всякой алгебраической 
кривой, т. в. уравнене которой есть адгебраичесвое слёдующаго вяда: 

И, у) нь ии аи. =0, а) 
тд и», означаеть одпородную функцию х и уу степени % ит.д. Ураннеше 
касательной {4) пред. 8 можно написать такъ: 


99 
хит = —% у—0; (2) 
но 
ЭР дин дин | ди, би 
Ее ЗАВ и: . 
ар ди», диь | ЕТ (8) 
бб ТТТ" 
потому будеть: 
гг 
2» аи 


ди» би» ды, ды, ды, 9, 
мм бу у} ( ту [= т з) 
ти (а — Пи еее 2 а, 

— по теоремв Эйлера объ одкородныхь фушкщяхь. Внося это во (2), 

булемь имфть: 

Вх ах тии (п Пани, = 0. 
Придавая въ этому уравнению уравнене (1), номноженное па я, мы полу- 
чимъ по сокращен: 


р а аа ее в Зум (и Ты 0, (4) 
Возьмемь для примбра общее уравнеше кривыхь второго поридка: 
- Аз? Взу-- Су Ря-- Ву 6 =0. 45) 
Здьь п=-2, и слёдовательно, 
„= А2й-|-Вху-|- Су%; и=Рхе- Еу; = 6; 
далфе: 
дЕ Е . 
9 4 ы : == Вх-Р 20: В: 
2 Ае В+; бу Веб, 


потому по (4), уравнене касательной будеть такое: 
(2Аж--Ву-- РХ--(Ва Е 20у--Е)У--(Ре-- Ву--26)=0. (6) 
133. Если требуется провести васательную къ данной вривой черезь 
данную точку вяб кривой (т. в. лежащую не на кривой), пустё а, в 
ен координаты, то мы рёшимь нашу задечу такимъ образом. Тавъ вакъ, 
касательная дожжна проходить черезъ точку {=, В), то координаты по- 
сяфдней, т. е. < и В, дольны уловлетяорять уравненно касательной (напр. 
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4$ 131), будучи подотавяены въ него выфого Х и У; влЬд, мы будемь 
имёть: 


и в-и-6. 0) 
Задфеь тенерь неизвветны координаты (2, У) точки касан; но оки удов- 
зетворяютъ такие уравнению кривой: 

(а, у)-=0; [2 
вяфл. мы имвемъ два уравнешя (1) н (2) для опредфлены двухъ неиз- 
вфотныхь координать х и у точки касаня; рышая ихъ, мы и найдемь 
точку касавя: соединивъ ее съ данною (а, В), мы получимъ похомую каса- 
тельную. Еели даянан кривая алгебраическая, то уравнетше (1) по придач 
къ нему (2), помноженнаго на ®, при перембнныхь $ и у предегавять 
кривую отепени #— 1, навывлемую яолярою зиочки (а, В) по отношенёю къ 
хривой (2). Точки пересфченй ея съ данною (2) и будутЪ искомыя точки 
касаня касательныхь, которыя можно ировестя къ мей изъ точки (а, В). 

Еели криван воть второго иоридка [(5) пред, 8], го ея полара будеть 
прямая лин, ДЬйствительно, вотавляя и и 8 выбото Хи У вь урав- 
нен!е (6) пред. $ и располагая результать по жи у, мы нолучимъ: 

(24я-- ВВ-- Р)=--(Ва-208-- Ву (Ра-- ЕЗ--26)-=0. (3) 
Эта прямая (какъ и всякая} кривую 2-го порядка |(5} прех $] пере- 
обчеть въ двухь точнахь: отсюда заключаемтъ, что чрезъ вяюнюю точку 
можно провести двВ кавательныя къ кривой 2-го порядка. 

134. Если требуется рыщить задачу; провести касательную къ данной 
кривой параллельно дапяой прямой, напр., 

УХ, @) 
то мы замфчаемъ, что угловой коэффищенть у’ касательной должеяь быть 
равенъ угловому хоэффищенту данной прямой, т. е. должно быть: у’==а. 
Полагая у’=а въ ураваены, опредваяющемъ у’ для данной кривой: 


Ее, )—0, @) 


мы получамъ уравненю: 


8} 


Изь этого уравнения п уравнешя лаиной кривой (2), мы вайдемь иеко- 
мня координаты х, у точкн касанчя. Уравнеше (3) предотаванеть нфко- 
торую кривую: это полира безвонечно удаленной точки, лежащей на пря- 
мой (1). Дйствительно, уравиеше касательной прямой [(4) $ 131] ярезъ 
раздвлене на Х приводитея къ такому: 


ая (к) 


==6. [3] 


но изъ (1) инфенъ: 


внося это въ (4), получимъ: 


г Е 
92 (1—1) ы 
полагая Х-00, мы получимъ отеюда: 
о, ак о 
РЕ ООИЫ 


что тождественно (3). 

Для кривыхъ 2-го порядка это уравнеше приметь такой видь но 
расположении пох и у: 

(24+ Ваз (Вова) 0. {6) 

Эго есть уравнеше д1аметра, сопряженнаго съ хордами, параллельными 
прямой (1). Сяфдовательно, иоконыя точки касаши будуть въ переобчени. 
этого демегра съ кривой. Отсюда видно, между прочимъ, что касательныя 
къ кривой 2-го порядка въ концахъ паметра параллельны хордамъ, еспря- 
женныхгь этому маметру. 

135. Жоли черезь точку М касайя прямой №7 къ даняой кривой 
АВ проведемь прямую МР перпендикулярно къ касательной МТ, то 
получимъ прямую, называемую жор.налью кривой 
въ точкВ М. Ея уравнеше сразу можно напи- 
сать; въ самомъ дёлЬ, такъ какъ нормаль про- 
ходить чрезъ точку М, координаты которой суть 
т, у, то, означая черезъ $4 координаты кажой- 
либо точки ма нормали, ся ууавнеше догвно 
быть вида: 


чу а); [о 
угловой козффищенть а оиродлитея изъ услошя перпепликулярноети 
нормали и касательной, которое для прямоугольной системы коорди- 


‚нать есть: 
ау’ 1-9; [23] 
отеюда находимъ: 


уу) ® 
чему можно дать еще такой видъ: 
&—э-ун—у=0 (4) 


ели уравнене кривой АВ имфетъ такой видь: 
у=/(з), (5) 
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ото 
уго 
и уравнене нормали будеть: 
Е—ягеи-у 0. {6) 
Такъ для кривой у- зи уравнеше ея нормали. будеть такое: 
= узо. 
Если уравнене кривой АВ имфеть такой видь 


Ее, у) 0, {т) 
то изъ производнаго урявненя 

ат ОР, 

бе аи 0 ® 


мы легко найдемтъ: 


. Е : 
и внося это въ (3), цо раздёлена нь у получимь уравнене нормали 


въ тавомъ видЁ: 


(9) 
Тавъ для эллипеа: 
Ве 
фи 1-0 0) 
нормаль выразится такимъ уравненемъ: 
2 ти 
Пел, (1) 
Го 8 


136. Означая чрезъ Ф уголь между касатезьною м положительнымь 
направленемъ оси м, мы нашли въ $ 20; 


$ — прех, = у". [© 


Изъ двухь направлен! на касательной мы разематривали тамъ то, иото- 
рое получается, когда при персходь оть М къ М’ получаеть моложи- 
тельшое приращеше #. Для этого ваиравлен!я по формуламь тригонометри: 


1 
= *), 2 
И ) ® 


в03ф = 


5 Ибо поль р закаючаатся въ пробзахь — и +, а в тавомь сз}. 
ча в05>0. 


— м! — 
найдемъ: 
в) 


Помножан въ этихь постёднихь формулахь чистителя и знаменателя на 
4х, и помня, что у’4х=-4у, мы получимъ: 


ду 
= ; = 4. 
мУррае 99 ® 
Для кривой, опредёинемой уравпешемъ: 
Та, у) =0, 6) 
имфемъ: 
9Е 
0 
Ур; (6) 
Е 
внося это въ (8), получимь: 
ве Е 
. 9% би 
Зи - . = У т 
эту Е @) 
9% ду 


гдВ берется верхи знакъ, когда >, и нижнй, когда га < 0, 


ибо в08ф_`>0._Для противоположнаго направлены касательной въ фор- 
мулахь (3), (4), (7), надобпо перемфниль знакъ, ибо перемнв направ- 
лоня отвфчаеть увеличеюе (нли уменышене) угла < на т, & это изм 
няеть знаки зт и сов на противные. 

Для верхней половипы оллинед будемь имфть: 


® 


137. Чтобы получить ип и 03 угла {ф пормали съ осью абециоеь, 
мы должны принять ио 8 135: 


ву О 

п тогда по тёмъже отнь тригонометрии ](2) 3 136] найдемъ: 
Е) 
ви — тур д: бов Уря. . (8) 


Здьек мы оставили даойной знакь нотому, что нормаль нмфеть два 
противоподожныя направленыт. Жели кривая дайа уравнешемь (5) 


| 
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$ 136, то внося выфото У’ его выражеше изъ (6) $ 136, мы ио- 
лучинъ: 


9Е ра 
, 02  & ди 

5 у ОЕ Е’ ыы Ут Ой (0 

(55) + (5) ЕНОТ 


'Изь двухъ направлеюй нормали одво называется внутреннею нормалью, 
другов--енльшинею нориалью. Когда уравнеше кривой приведено къ виду: 

Ве, у) 0, @ 
то Е(х, у}, обращаясь въ нуль дия точекъ плоскости, ленащихь на кри- 
вой, будеть по одну сторону ея имфть зиавъ (—), но другую —знакъ {-|-}. 
Когда кривая сомвнутая, тогда веегла можно дать Ё(х, у) такой видъ, 
что она будеть имфть знакь (—) для точекъ внутри кривой и знакъ (--) 
ви ея. Таково ураннене эллицеа: 


за 
10 

фунвкшя надёво оть знака равевотва для внутренлихъ точекь эллииса 
< 0, на самой кривой =0, а ввЪ ея >0. Можно доказать, что въ этомь 
случаВ для вньшмней пормали (т. е. направленной во внЪинее про- 
отранство) въ формулахь (3} надобно взять знакъ --, а — для вну- 
тренней (г. е, направленной во виутреннюю облисть кризой). Отложимь 
за внёшией нормали отъ точки (2, у) на кривой, чрезь которую про- 
ведена эта нормаль очень малую длину &; разумфя подъ ф уголь внт- 
ней нормали оь осью абедиссъ и означая чрезъ Ё и л координаты конца 
отложеннаго отрёзка, мы будемъ имфть по формуламъ Аналитической 
Теометри: 

И. {5) 
взявъ отеюда Ё и 1», внесемъ ихъ выражены въ иервую чаеть уравнешя 
(4); мы будехь ныть 


Е) >60, 
ибо точка {Ё, *) будегь находиться на внфшией части нормали. Но 
#7) Е Из), (6) 
1бо Е(х,у)==0; в если =& безвонечно мало, то 
Роу ‚ ЭЕ(х, „ 
Ед у, 


тдф @ безвонечно-малая величина высшаго, чфиъ =, порядка, нечезающая 
выфетЬ съ в. По (5), (6) и (7} мы имфемъ такимь образомь: 


Еле {76 ьУ) оз ЕН) ааа 
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внося сюда вивето 05] и ви\ф ихь выражены изъ (3), мы будемъ имёть 
цо еокращени: 


эро ЕЯ 


такъ вакъ и безконечно-малая величина выешаго порядка, чёмъ =, то 
знакъ второй части завяспть отъ перзаго члена ея; а потому нужно 
взять знакъ + передъ корнемь, ибо только тогда будеть Е, 1) >0, 
какъ оно должно быть для внфиней точки. Итакъ, въ формулахъ (3) 
вифииней нормали отвфчаеть знакъ {--}, внутренней (—). Для вяфиней 
нормали эллипса мы получим: 


{8) 


138. Роли касательную и нормаль продолжить (чер. 4 отр. 139} до 
зотрёчи ихъ ©ъ осью абоциееъ, соотвЬтотвенно въ точкахь Ги Р, то 
получимъ два отрфака этой оси отЪ основаня М ординаты точки М 
до точект Ги Р; первый изъ нихь, т. е. отрёзокь ТМ. называется 
‘подкасательномю, другой зве-оть точки М до Р, называется поднор- 
налью; далфе отрзокъ касательной оть точки касашя М до точки 7 
ветрЬчи ея еъ осыю абекиссь называется длиною хасательной; отрёзекъ 
нормали оть точки М до вотрчи съ осью абоциось въ Р называется 
длиною нормали. Дия ифбкоторыхь вриныхъ та или другая изъ этихъ 
величииь вычпеляются лроото, п потому могуть служить для проведе- 
тия касательныхь и нормалей. Въ самомь дЬТЬ, сели мы зваемъ дая 
каждой точки № кривой подкасательную, то мющемь получить точку Т 
асательтой; соединивъ ее съ М, будемъ имфть касательную. послЪ чего 
не трудно поетроить и нормаль. (Мы этимь пользовались уже въ $ 131 
для проведешя касательной къ параболЪ), Наоборотъ, зная поднормаль, мы 
можемъ получить точку Р нормали, а олд. и саму нормаль МР, соеди- 
нивъ прямою эти двЪ точки; а тогда легко найдемъ и касательную. Точно 
тавще, зная длину касательной и привявъ ее за рамусь круга, описан- 
цаго изъ М, какь центра, мы можемъ получить точку Т касательной п. 
стёл., построить касательную в за пей пормаль; зная длину нормали, мы 
можемъ такимь же образомь найти точву Р и, стьл., построить пормаль, 
а за ею я ваевтельную. Воть ночему важно разсмотрше этяхъ линй.— 
Аналитичесмя выражены нхъ получаются весьма легно изъ треугольни- 
ковь МТ№ и ИРМ. Въ цервомъ изъ нихь ( МТМ имбеть е-омъ зели- 


чину 9; но изъ этого третгольника имфемь: 


ту, 
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отеюда обозначая подкасательную ТМ знакомь 3# (зопзвавретве) и имвя 
въ виду, что ММУ и ®МТМ-=у’, мы получимь: 

= у (1) 
Эта величина положительная, когда у п у’ одинаковаго знака, какъ у 
насъ на чертежь 4; и мы видимъ, что въ этомъ случа подкасалельная 
бтъ основашя ординаты откладывается въ сторону, противоположную поло- 
жительному направлению оси абсциесь; если же у ну’ будуть протиз- 
НЫХЬ ЗНАКоНЪ, то 3# будегь отрицательная, и тогда ее нужно откладывать 
вь противную сторону, т. е. въ направленш положительной оси абениост, 
закъ въ томъ не трудно убфдиться. 

Изъ этого же треугольника ММ находимъ; 


ИТ-ИЙмМ-Тм; 
или, евли длину касательной МТ означимь черезь & 
ЗИ и ТЕ, 2 
р И = наи И (2) 
Эту формулу можно получить и такимъ образомъ: изъ того же треуголь- 
ника МРИ имфемь: 


МХ 


! ЛЕРА 


ибо зп МТМ = [(3} $ 136].-——Точно также въ треутольникЬ 


и 
МРМ уголь ММР имфегь -омь 9 означая поднормаль МР черезъ 
5% (боиз-погтае), длину нормали МР черезь м, мы найдем: 
ви уу: (3) 
вит {4) 
'Поднормаль положительная, когда у и У’ одинаковаго знака, и БЪ этом 
езучаЪ, какь видно изъ нашего чертежа, она откладываетен оть основа- 
мя ординаты ло положительному направаешю оси абецисеъ; отеюда 
завлючаемъ, что въ случав у./’<_0 она доажна отвлалываться въ сто- 
рояу нротивную, что не трудно провбрить, 
139. Примфнимь эти формулы къ ифкоторымъ кривымъ. 
1} Для эллипеа: 


{1} 


мы инфе; 
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еяёл. формула (1) даеть для подкасательной текое выражение: 
но изъ {1) имфемь: 


слВл, будемь имЬть: 
{2) 


Эта величина ие зависить оть малой оси эллинов, а ТОлько оть длины 
большой оси зллипся и абоциевы точки каваня; елёд, для вебхь эллип- 
совъ имфюшихь одну и туже большую ось, въ точкахь сь одинаво- 
вою абециесою, подкавательная будегь одна и та же; на этомъ зам 
чан основан слфлующщй способъ проведения касательной къ эллипеу. 
На большой ови АА’ описываемь кругь. ординату ММ точки М 
на олдицев продолжаемь до вотрёчи ея 
съ кругомъ (точка т), и отроижъ касатель- 
ную къ кругу въ этой точкВ эй; соединивъ 
точку Т, ветрЬчи этой касательной съ осью 
абецисеъ, съ даняою точвою 2 на эллипев, 
иолучинъ искомую касательную къ нему Ъ | х 
точь М. п идт 
2) Пусть дана кривая: 
уе; (3} Я 


5. 


ыы 


въ этомъ случяВ 


& потому 


#1 ® 


х. е. подкавательная есть постоянная величина, именно 1; елёд, кава- 
тельную въ любой точкё М построимъ, отложщеъ оть основавя ординаты 
въ сторону отрицательныхь д-овъ данну, раввую едииицф, и ооединивъ 
полученную таклыъ образомь точку То съ М прямою. 

3) Для параболы изъ ея уравнешя у? 2рх паходимъ: уу’-=р; 
но уу’—зт, т. е. поднормали; отЁд., поднормаль параболы есть вели- 
чина постоянная, именно полупараметръ; отеюда елёдуеть, что нор- 
маль въ любой точкВ параболы можегь быть построепа, откладывая 
полупараметръ оть основашя ординаты по положительному направле- 
ню ови абоциеоъ и соединия полученную на оси точку Р еъ данной 
точной М. ы 


Курсь диффер, п иитогр. почися. 20 
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140. Переходимь теперь къ разомотрфяйю вопроса о касательных, 
нормаляхь, подкасательной в поднормаля и пр. въ полярной снетемь 
коордвнать. Пусть дана хривая АВ. отнесенная къ полярной системь 
координать, въ которой точка О есть полюсь, 
а ОХ — полярная ось. Тогда ОМ-=т будеть ра- 
дусъвекторь, а (МОХ=$- полярный уголь. 
Если послёднему ладииъ приращеше 4%, то 
получиуъ тояку М’ на кривой АВ, которой ра- 
дусъ-векторъ будеть-=ОМ’; есля изъ О ошн- 
шемъ дугу рамусомъ-=О до вогрёчи (въ №) 
мь ОМ’, хо получиыь приращенше ра- 
усв-вектора, именно: Дл ме. Соединивъ точки № и М’ прамою, 
получимь ефкущую 6$, которая по мбр® приближеня М’ къ М 6у- 
деть вращаться около точки М ло тёхъ поръ, пока М’ не совиадеть 
въ М; тогда она примегь предёльное положеше ДИТ, которое и будеть 
касательная. Ее можно будеть построить когда будемь знать уголь 
ея съ радусомъ-векторомт, именно уголь ОМ; слёл., весь вопросъ 
пашь сводится къ вопросу о вычиелени этого угла, когда дано урав- 
неше кривой: 


Ее, $) ==0. 

Этоть же уголь ОМТ будеть предёломъ, къ которому стремится уголь 
ОММ между хорлою ММ’ н радусомъ-вевторомь ОМ’, по мБрё при- 
ближемя М’вь М: слёд, намъ остается вычиелить этоть уголь. Изъ 
трергольника ММ'М, пыфемь: 

зВМЛОеМ ММ @) 

ИМ’ ММ” 
но ММ'= А»; что же касается до ММ, то это есть хорла дуги круга 
рамуеа-==ОЛМ==», отвчающая углу МОМ-=49: потому 

ми= ие \2) 
на основании этого, равенство (1} можно такь предегавить: 


а это можно еще такъ представить: 


УШМ _ 


ММ? — 8) 


(помножая и дфля на 3 и затбмь перенося 2 въ знаменатель). Эти 
величины (налёво и направо оть знава равенства) постоянно равны, 
какъ бы близко №” ни лежало кь М; а потому п предьты ихъ будуть 
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равны; найдемъ ихъ. Когдв точка М’ приближается къ М, тогда ДИМ'М 
стремитея кь углу ОМТ; въ то же время хорда ММ круга отре- 
митея одфлаться касательною къ нему вь ТочЕЁ М и, сифд, периен- 
дикулярною кь ОМ въ точкё М; в потому уголь МММ’ отремитоя 
олфлаться угломь между касательною къ вругу вь М и васательною 
МТ къ кривой АВ вь точкЬ М, т, ©. отрежвтен одблаться дополнешемь 
угла ОМТ до прямого. Итакъ, если введемъ обозначеше: = ОМУТ, 
то будегы 

пред, МММ ==; ред, ММ’, 
и ав, 

зв ИМ’ М зи ош 


Ета @) 


4$ ” 


стёловательно: 
70% г 
р ис 
4$ 


таъ 


4, 
4 @% 


, Д» 
я’ пред. дк == 


Итакь предёль второй части {3} будеть: 
4$. 

я. 
Такъ вакь предфаы двухь величивъ, постоянно равныхъ между собою. 
равны, то, приравилвая предфлы лЬной п правой частей равенотва (3), 
мы получаемъ формулу: 


ы (5) 
которая и позволяеть вычислить уголь касательной еъ радусомъ-век- 
торомъ. Такъ какъ дв прямыч, плеребфкаясь, образують 4 угла, по два 
равные между еобою, то надлешить замфтить, что, какъ то видно изъ 
занего вывода, подъ и мы разумфемъ уголь между направлешемь радруса- 
ы 
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вектора оть 0 къ М и направлешень касательной отъ Маььт. в. 
въ сторону звозрастаня оугха $ (вертикальный уголь относительно 
ОМТ).—Пра помощи формуль тригонометри для нахождешя эт и 03 
по 4, мы получимь для эту и 6080 тая выраженя: 
г 743 ый 4 
=—=—} 6080 . (6) 
ИЕЕЯ утери Ия ул 
Мы скоро увидимъь значене знаменателей вторыхь формъ этихъ вы- 
раженй зто и воз. 
141, Зозьнекъ Архимедову спираль: 
г—а3. (1) 
Эта кривая строится такимъ образомъ, что опиеывають вругъ около 
полюса ражусомь а; затЬыъ, на каждомъ радусв от- 
кладывають длину дуги отъ точки ветрёчи овружноетя 
съ лолярною осью до этого радуса. Для этой кривой 


„_ 4 


мулы (5) пред. $ получаемъ для нашей кривой: 


ли 


а, т. е. величин постоянной 4; изъ фор- 


® 

отеюда видно, что когда $ растеть оть 0 до 00, то 9 раететь оть 0 
т . 

205; елВд., съ увеличешемь числа оборотов до Оо, касательная, имЪв- 


шая первоначально паправлеше разёуса-вектора, стремится сдЬхатьен въ 
нему перпендикуляриою. 
Для второго примфра возьмемь логариолическую спираль: 


у ае"? {8) 
ралфусъ-векторъ этой кривой, будучи==а для $==0, въ увеличешемь 
8 $ до ©0 (при ж% полонительномъ), будегь расти 


до 00, слёл., кривая въ этой части будеть удаляться 

3 отъ полюса, еовершая безчиеленное множество 0бо- 

@\ Х ротовъ вовругь него; если же будемъ давать $ отри- 

= Ч цательныя значеня, то съ возрастанемъ до 00 чие- 

ленияго значешя ея, ратусъ-векторъ будеть постоянно 

уменьшаться до нуля; слёдов., кривая будеть вовер- 

шать безчисленное множество оборотовъ вокругь по- 

люса, приближаяеь къ пему. Для этой кривой будеть: "== ате”9 ти, 

сафд., по (5) пред, $ будеть: 

ет, 8 

т. е касательная къ этой кривой будеть дёлать постоянный уголь бъ 

рашувомъ-векторомъ, подобно тому вакь въ вругЪ; но только этоть уголь 
будеть не прямой, какъ въ яругЪ, а острый. 
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Для третьяго примфра возьиемъ гмперболичесную спираль: 


5 (5) 
называемую такъ потому, что она, подобно гипербол, имфеть вЁтвь, 
все болфе и боле приближающуюся къ ифкоторой з. 
прямой. Если возьмемъ $=1 (въ градусакь это А. в 
будеть 57°2144”,52), то получимъ #==4; начиная ПЕ 
съ этого вначешя = будегь безковечно убывать съ 
зозрасташемь $. до ОО; сл№л., кривая булеть вовер- х 


шать безконечное число оборотовъ вокругъ полюса 0, 

постеянно къ нему приближаясь; если же $ будеть 

оть 1 убывать до 0, то х будеть оть а расти до оо, причемъ кривая 
будеть все ближе и ближе подходить къ прямой, ототоищей на а отъ 
полярной оеи. ДЬНствительно, если мы назовемь разетояне точки оть 
полярной оси черезь у, то будегь: 


изи ло уравнению (5): 


и, 
а $ 
во пре ен стл, 
пред у =а, 
откуда и слёдуеть оказалное. Изъ (5) ваходимъ: 
И; 
== 
слфдонательно, 
= (в) 
отсюда видно, что при $ положительномь, © болёе прямого, но еъ воз- 


расташемт, $ ло оо все бодфе и боле приближается къ 5, Т. е. кав- 
тельная стремится сдёляться перпендикулярною къ рамусу-вевтору. Для 
3-1, будегь {ве==—1. обл, въ градусакь о==135°; по мБр® убыва- 
шя $ оть 1 до 0, шо будеть приближаться къ вузю, оставаяеь отрица- 
тельнымъ, сафд, © будеть приближатьен къ 180. 
Для четвертаго прямфра возьмемь полярное уравнеше эзлинеа: 
Ра 

7 Еесов () 
тд $ считается отъ вершины большой оси, ближайшей въ фокусу, при- 
нятому за полюсъ. Для болфе удобнаго примфненя формулы (5) пред. $, 
мы преобразуемъ ее; очевядно, что: 


г 1 
т 
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но "- а (16 ‚-® сяфд., можемъ сказать, что 
Е 
= 8 
152 — Доу (8) 
4$ 
или еще 
По” 
=. 3 
сое 98. \9) 
Но изъ (7), логариемируя, получаем: 
ов’-1юер— 1ю7(1-- 2083}; 
елы., . 
Фор" _  ©3$ 
4} — 1-Еесо 
т г 
или, такъ вакъ по (7) тЕжзР-р' то: 
Фоду 
= +. в. 10; 
аз >" вы (10) 


Означая черезь у разстоян!е точки эллинса оть его большой оси (она же 
и полярная у наст}, въ виду того, что у==узи, этому результату можно 
дать такой вихь: 


Яо" ес 
—— у. 11 
8 р" 0 
Внося это въ (9), получнит: 
е 
вов у. 12 
вожу {12) 


Означая черезь © уголь межлу нормилью и продолщеннымь радусомъ- 
т 
векторомъ точки такъ какъ хе =- >» Мы можежъ предыдущее равенство 


такъ предетавить: 
8 
щи. (18) 
В 
Евли мы отнееемь наигь эллицеъ къ другому фокусу его, какъ полюсу, 
и углы будемь очитать оть ближайшей къ нему веритины въ сторону, 


противоположную первой, то уравнене его будеть: 


ПРЕ, " 0% 
оть котораго мы точно также придемъ въ формул: 
е 
Шоу, (15) 


тд У дла той же точки будеть тоже самое; сля., въ (13) и (16) вто- 
рыя части равны, & потому равяы и первыя, вл%д. 
ею, {16) 


и, (т) 


откуде 
10 


—в- 


т. е нормаль къ эллимеу въ какой-либо точкь его делить пополам 
Утоль между раббувами-векторами, провебенными изъ фокусовъ въ 
эту точку. 

Предлагаем прамбнить тоть же анализъ въ гиперболЬ и параболв. 

142. Путь АВ-—иривая, отнеевнная къ полярной еиотеиВ коорди- 
вать, имфющей полюсъ въ 0, а прямую Озж--нолярною осью; возкнемъ 
на ней точку № проводамь ея радусъ-векторк ОМ и чрезъ О пер- 
пендикузярную къ нему прямую ТОР; антЪмь 
проводимъь въ М касательную къ кривой МТ и 
ъпернендикулярную къ ней прямую МР (которая 
будеть нормаль иривой), и замфчаемь точки ТиР 
ветрфчи каздой ©ъ ирямою ТОР, перпендикуляр- 
ною къ рус ОМ; тогда булугь отрёзки этой 
прямой: ОТ — подкасательная; ОР=з— 
подвормаль; далфе будуть: МТ’ —{— длина касатель- 
ной; МР-=и— длина нормали. Уостановивъ, что 
должно разумёть въ полярной снстемВ коорди- 
нать подъ терминами: подкасательная, поднор- 
маль длина касательной и длина нормали, найдемъ ихъ аналитичесвя 
выраженя. 

Иль треугольника ОМТ, въ которомъ уголь ОМТ-=ь, имфемъ: 

ОТ=ОМле; ИТ-у ОО, 


т" ы 
+ 
= {1} 
(2) 
ие: 
=) 
Изь А-а ОМР, въ которомъ уголь ОРМ 
ОР=ОМони: МРЕУ ОМ-ОРЕ, 
т. е 
4» 
соо т (3) 
й аз 
=-/ 2+ (55) , {4 
ии пара ре 
о о 9) 


143. Прихвиимь нЁвоторыя изь этихъ формухь къ нфвоторымъ 
кривымъ, равемотрённыхь въ $ 141. Для Архимеловой спирали: г=а3, 


1, 
мы имфемъ: ща, ез6д,, [но (3)| поднормаль зн==а веть величина 
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постоянная; это свойство позволяеть построить нормаль {а слёд;, и 
касательную,} въ любой точкё этой спирали: мы ‘проводимъ радзусь- 
вевторъ этой точки, въ точкВ О возотавляемъ къ рему периендикуаярт, 
отеладываемъ на немжь длину ОМ-=а {черт. 7], и полученную точку соеди- 
няемъ съ точкою М; тогда мы получимъ искомую нормаль. Для логарие- 


мической спирали. “==ае”9, пмБемь: тем 
но формуламь (1), (2), (3) и (4), что подкасательная, поднормаль, длины 
ваезтельной и нормали будуть величины, пропоршональныя радгусу-век- 
Тору; отеюда слфдуеть, что построивъь ихъ для одной какой-либо точеи, 
мы найдемь ихь для любой точки, построивь иа ся радуеБ-векторв 
фигуру, подобную фигур для первой. Это веть елЁдетве постоянства 
угла ©» касательной ©ъ рашусожъ-вектором, что мы видфли въ $ 141. 


ту, откуда вино 


а 
Для гиперболической впирали: 7—5 имЪемь: 


4 а 21° 7243 

оао: Мы и 
т. е. величин постоянной. Потому, отложивъь па перпендикуляр нъ и 
длину а въ сторону возрастиня $ и еединивъ полученную точку Т 
съ М, мы получимъ касательную №7 къ этой кривой. 


ПРИМЕРЫ ДЛЯ УПРАЖНЕНЯ, 


Найти уравненя касательныхь, нормалей, вычислить подкасатель- 
ныя ий поднормали, такие длины касательных и нормалей для слфдую- 
щихь хривыхь, уравненя которыхь ом. на етр. 48. 


1) Девартовъ лиеть. 10) узи. 

2) Полукубическая параболв. Пия. 

к и лени 18) зу 

у а; . ви = 
5) Конхопда. 13) у-— 2 а 0. 
6) Карронда. РЕ 

7) Циклонда. м) 2 у з з 

8) ао а а отрофонаа. 1) 3? — зу? 16а" 0, 
9 ух 18) у-мосе. 


- 11) у=а и (ввадрагриеея Чирнгауса), 


18) и= сор 7 ЕЯ = (квадратриоса Двнострата). 


р = 

19) ат е < бкепиая ани. 

20) пу ау ау 50. 
а 

21) * = диз: (конхоида). 


22} +-=@-- 5608$ (конхонла круга). 
23) х=а(1-|- 6083) (каршокда). 
24) 725 = а 


25) т== вши. 


1% 5$ 
26) * = оз 29 .=“ 
т _ #08 
в 30 ды 
с 31) #7 — 2705$ -- ви 50, 
28) "=У_$. 32) хоз. 


ГЛАВА ХЕ. 


Выпувлость и вогнутесть вривыхъ. Дифференщеаль дуги. 


144. Если при переход оть точки М кь точкё М” касвтельная къ 
кривой отклоняется оть предшествующего своего положешя рее въ одну 
дторону, то кривая будеть обращена вогнутостью къ своей хордв ММ’, 
н выпуклостью въ противную сторону. Въ дальнфйшемь для наеъ боль- 
шгую важность предетавляегь тоть случай, когда точка вотрёчи 2 каеа- 
тельныхь въ концахь М к Л/” разсматриваемой дуги лежитъ по оду 
сторону хорды. съ самою кривою: въ этомъ случа кривая будегъ вынула 
въ еторону къ этой точкЪ ветрёчи врайнихь навательныхь. Еели хорда 
кривой и оеь 2-овъ лежагь по одну еторону кризой, 
то вривая будегь вогнута въ оби 2; въ противномъ 
случаЪ, т. е. когда хорда и ось абодиесь лежать 
по разныя стороны кривой, кривая будеть вылувла 
*ъ оси абецисеъ. Можно безъ труда вывести ана- 
зитичесве признаки того и другого. 

ли ордината у точви 2 (черт. 11) положи- 
тельнан, т. е. У>>0. то кривая будегь выпукла 
вЪ оби абецисеь, когдя уголь наклонешя касательной въ оси абсцисо 
будегь расти алкебраичееки; но 6 этого угла =’; онъ раететь выфотб 
съ угломь; а для того, чтобы функшя У’ возрастала, ея производная у” 
должна быть>>0. Наоборогь если у’>0, 9 у, 1. 

а елбл. к уготь наклоненя касательной къ сея х 
при положитечьномь у будеть возрастать, влёд., 
кривая будегь вылухкла. 

Если теперь при положительной ординат у 
зривая вогнута къ оси абсписоь (черт. 12), то 
угохь наклонешя касательной къ оси абециоеъ, а ох х 
съ нвмь и его 40, который==у’, будуть убывать, 
для чего у’ должно быть <<0. Наобороть, вели у’<0 при у>>6, то у 
будеть убывать, а съ нниъ и уголь наклонешя касательной къ оси 
абоцноеъ, и, слЁд., кривая будеть вогнута къ оси абециееъ. 
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Прямо противоположное предотавляется при у<_0; тогда для вогну- 
тоети кривой необходамо (черт. 13), чтобы у’ возрастало и, сад, у” 
быхо бы>>0; и наобороть, когда у”>>0, то у, 
в съ нимь и уголь яаклонешя касательной къ 
оси абоциееъ будуть возрастать, и, слёд., кри- 
вая будеть вогиута къ этой оеи. 

еди при У<0 кривая должна быть вы- 
пукла къ оси 2 (черт. 14), то кавателькая долк- 
на заворачиваться въ сторону отрицательныхь 
угловъ елёд, уголь наклоне ея въ оби 
абоциееъ долженъ убывать адгебраически, а съ 
нимъ вмфотВ будеть убывать и его в, т. в. у, 
но для этого должно быть у’<_@. Наобороть 
когда у’ 6 при у 0, то у’ убываеть алгеб- 
раически, в еъ нимь вмфотЪ и угозъ наклоне- 
ны касательной къ оси абоцисоъ; озВд., кривая 
будеть выпувла кь ней. 

Въ первомь в четвертомъ случаяхе, когда 
кривая выпукла въ оси абециееъ, ув У” ока- 
зываются имБющими одинаюе знаки и, олВх., ихъ произвелене: уу”>0; 
50 второмъ и третьежь, когда кривая вогнута, у и у” имфють протявные 
знаки и слфд. ихь произведеше уу”< 0, Отсюда заключаемъ, что если 
9у”’>0, то кривая выпувла къ оси абециось; когла же уу’<.0, то 
хривая вогнута въ оси абециесъ. 

145. Для параболы 


9 —2ра—0 
получаемъ, дифференцируя в дёля на 2: 

уу—р—0; 
дифференцируя еше разъ: 

уу" —0, 
откуда 

уу’; 


эта величина всегда отрицательнан, откуда закзючаемь, что парабола 

воегла вогнута къ оси абсщиесъ. Предлагаехь изелЬдовать ВЪ этомъ 

отношени эллинеь и гиперболу: 
з 


а у 
—1=0; 21 
; р 
Ала кривой 
уе 
будеть: 
=; 
ел., 
уу’ ем, 


что всегда >0; едёд., эта кривая постоянно выпувла въ оси абециесъ. 
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Кривая 
у= 
будеть постоянно вогнута къ оси абециесь; дЁйетвительно: 
у’=-— та, 
сад. , 
уу’=-— я, 


что есть Величина отрицательная для воякаго значеня =, за исключенемь 
д==Ёт, когда это произведене ==0; но въ этихь лочнахь кривая пере- 
обжветь ось, переходя съ одной стороны абониесы на другую. 

146. Изъ сказаннаго въ $ 144 слблуеть, что крявая изъ вынуктой 
КЪ 06и абоциееь переходить въ вогпутую, п наобороть, въ тёхь т0ч- 
захъ ея, въ которыхь будеть мфнять зназъ произведеше: уу’. Это 
произведеше можеть мфнять знакъ, вогда его мёняеть одинъ изъ его 
множителей: наи у, или у”, а другой не м5няетъ. Если имфеть мфото 
первое, то перемфна выпуклости на вогнутость (иди наобороть) про- 
неходить оть того, что кривая переходить на другую сторону сей 
абениесь при продолжающемся измневш у’ въ томъ же смыель (т. е. 
увеличения или уменьшении), иначе, при иродолжающемея попорачива- 
и касательной въ ту же сторону. Если же имфеть мбото второе, т, е. 
мЬняеть зпавъ у”, то въ этой точкВ У’ мере- 
стаеть возрастать и начиваеть убывать (иди 
наоборотъ); сафл., касательная прюстанавхи- 
вается п пачинаеть отсюда поворачиватьея въ 
противную сторону (черт, 15}. Тая точки кри- 
вой {завиеящиь, очевидно, оть ся вида, а не 
оть положешя кривой отвосительно координат- 
ныхь осей) называются точна перегиба, ибо 
въ нихъ вривая перегибаетси: съ одной ето- 
роны касательной переходить ла другую (точка /), Дая того, чтобы 
найти точки перегиба, надобно, слёх., отыскать УВ значены, въ кото- 
рыхь вторая производная у” мёняеть знакъ, что для нелрерывяой функ- 
4 возможно лиеть, когда она обращается въ нуль. Если, наприм., выфемъ 
Еривую 


=? {1} 
то для нея будеть 
у’, 
откуда видно, что обБ фуныши обращаются въ нуль для одрихь п 
тЬхь же значенй сх, опредьаяеныхь формулюю х==Ёт; дЬйетвительно, 
въ точкахь вогрёчи съ осью кривая перегибается и переходить на дру- 
гую сторону касательной: иначе она и не могла бы оставаться вогву- 
лор къ оси абецаесъ (какъ-то мы видли въ пред. $), переходя на дру- 


гую сторону ея. 
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Пуеть еще дана кравая 


у-е-а-ь ®) 


Зе — а), (3) 

"=6(#—а); |6) 
изъ посяфднято видно, что у’-=0, когда х-=а, и мёняеть внакъ при 
переходь х чрезь эго зязчене: отсюда заключаемъ, что ВЪ ТОЧЕВ {#==а, 
у=$) кривая будеть имфть точку перегиба, причемъ касательная въ 
этой точкБ будеть параллельна осн абецисеь, ибо у’==0. 

147. Переходвиъ телерь къ вопросу о длин дуги кривой. Съ пере- 
мною абсциесы х точки М на кривой, эта точка будеть измёнять 
евое положеше на кривой, а нотому бущеть съ измфнешемь х изыф- 
нятьея и длина дуги АМ, отмьриваемой оть ифкоторой неподвижной. 
точки А на кривой (мы ее будемъ означать чрезь $, тавъ что з= АМ); 
слЁд., длина дуги $ будеть фупьшя абециевы х 
точки М кривой АВ. Найдемь ея производную: 
У В она таковую будеть имфть, ибо, кавъ легко ви- 

„дЬть, эго будеть непрерывная функшя =, тавъ 

У, хакъ безконечно-малому приращешю #=М№№ 

абециесы ж будеть отвфчать безконечно-малое 

0 х приращене Дз=ММ, дуги = АМ. Прежде 

| г чЪмь это одфлаль, мы долины дожазать одну 
лемну. 

Возьмемъ ломаняую анию АВСРЕРА (черт. 117), которой каждая 
посяВдующая сторопа отклоляетея отъ своей 
предыдущей ъсе въ одну сторону, какъ на 
чертежф. ЗдЬсь возможны два случан: точка 
всгрчи К крайнихь сторонъ АВ и РО ломан- 
ной динш лежите еъ этой ломанной ливней по 
одну сторону замывающей прямой 46, какъ 
на нашемь чертежб, —или по разныя; мы 
раземотримь только первый случай (нашего 
чертеже). Тровелемъ черезъ точки С, О, Е пря- 
мыя, параллельныя прямымь АВ и Р@, до 
зетрчи еъ продолжешямн ихъ въ точкахъ с,6':9,9';е,#/; тогда изъ А-овЪ: 

Веб будемъ пыёты ВО<Ве-е0; 
бр › » бР«С-НВ; 
ВЕ › › РЕ<хё-дЕ; 
Ее › » БРВ 
тавъ вакъ по параллельности проведенныхь лин! будетъ: 
Су=ед; 08=де; Ее-зеК; еС-= К’; 109; Ее; 


отеюда нахолимъ: 


у 


16. 
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то эти неравенства можно тавъ переписать, приченъ мы въ нимъ припи- 
<ываемъ тождества, относянияея къ первой сторон АВ и носафлней РЁ 

АВ=АВ 

ВО« Ве ке 

Ср< сд ев 

ФЕ< ве--9е' 

ЕРхек--еЕ 

Ев= Еа; 


свлатывая ихъ, получимъ, какъ легко видфть, что ломанная 
АВСРЕРа«АК-- Ка, 
Т. ©. ломанная внутренняя мензе ломанной внЪфшней, даже когда она 
состоить и изъ ифеколькихь сторонъ, лишь бы онф отклонялись кан- 
дан оть преджествующей (если идти по ломвиной отъ одного конца БЪ 
другому) все въ одну оторону и точка вотрёчи продолженныхь крайнихъ 
колфнъ лежала бы по одну сторону съ самой ломанной литей относи- 
тельно ея замыкающей. [Первое услоше необходимо, ибо если отклонен 
иБняють сторону, то можно легко построить такую ломанную, которая бу- 
деть болфе внфииней; въ необходимости второго убывдаеть ломанная лишя, 
составленная изъ 5 сторонъ правильнато местиугольника: тамъ будеть 
АВСРЕР>АС-ЕЕ воли @ точка вотрёчи продозженй АВ и ЕР] 
Это предложеше справедливо при всякомъ чиса$ оторонъ при сказан- 
ныхь условахь, а олл., и тогда, когда число точекь 4, В, С... возраетаеть 
до безконечнооти при безковечномт умольшеюви 18. 
разстоящя между ними, когда, слёх., ломанная 
переходить въ кривую, линь бы только каса- 
тедьная отклонялась оть перваго своего положе- 
вя (АК) до посайлаято (КМ) (черт. 18) вое 
въ одну оторову и точва (К} ветрфчи крайнихь 
касательныхь находилась бы ло одау сторону еь 
вамой лугою относительно ея хорды; и мы полу- 
чаемь, такимъ образомъ, прелложеще, что дуга 
5=АМ данной кривой будеть мене суммы кавательныхь АК и КМ 
8% концать ея: 


сам<ак+км. 

148. Кромё чого, извфетно, хорда = АМ<`— АМ; слбд, можемь 
написать, воединия оба меравенетва въ одно вепрерывное: 

=АМ<«-—АМ<«АК-КМИ. {1) 

Опуекая теперь изъ К периендикулярь КЁ на АМ, мы получЕмъ изъ 


д-авь АКЁ п МЕГ: 
АТ АКез АК); 
мт =МКо ГИК); 
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складывая, мы получамъ: 
АТ-+ТМ ==> АМ-АКе\ТАК)-|- МКсо (МК), 


или по извфотной формулЬ тригонометр [6 =1— 291) 


=АМ--АК--МК (ака Ем КУ ЕК }, 
откуда: 

акрик—ам-з[Акая ТАК | икае РК. о 
но 


АМКИ—ЕТАК- ТМК; 
потому каждый вэъ угловъ ГАК п БМК ненфе Д МКМ, евли теперь 
во (2) мы замёнимъ оба угла ГАК и ГМК чрезь МКМ, то мы уве- 
зичимъ вторую часть этого равенства, (ибо половины этихь угловъ будуть 
острые), и оно обратется потому въ таное неравенство: 


‚ 
АКМК—=АМ<(Ак-- КМ ры . (8) 
Отеюда, для на (АК--КМ), получим: 
АМ МКМ 
т-кЁрки < 5. м 


149. До снхь поръ мы не дЬлални никакого предиоложеня на счеть 
величины дуги АМ, ограничивая ве лишь преднозожешемь, что каеа- 
тельная въ ней отклоняеген ностоннио въ одну сторону. есан пати 
оть А въ М, и что точка ветрчи крайнихь каслтельнихъ лежать съ 
Еривою по одну сторону хорды. Предположимь теперь, что дуга АЛЕ 
воть безконечно-малая, тогда и хорда ея будеть беякопечно-маляя вели- 
чина; равнымъ образомь будегь и уголъ МЕМ безконечно-малою вели- 
чнною того же порядка. Въ этомъ послфднемьъ ‘такь убЪждаемен: если 
кривую отнесемъ къ прямоугольнымъ осямъ координать, то 4е угла ни 
хлонешя касвтельной кЪ он абециесь будеть функ я у’, которая вообще 
непрерывна; (особенных точки мы не разематриваемъ): слЪл, ‚ безвонечно- 
малому измфнению 2 будетъ отвфчать безвонечно-малое того ше порядка 
иамёнен!е у’, т. е. безконечно-малое измьнене 5 угла надловеня ка- 
сательной БЪ оби абоциееъ, я олЁд., и самого угла наклонены каса- 
тельной къ оон абоциоеь; но измфнеше этого утза и будеть Д МКМ, 
огда точка оть А переходить къ безвонечио-близкой точёЪ М; отсюда 
и отБлуеть оказанное. Но въ такомь случа въ неравенетеЪ (4) пред. $ 
вторая часть будеть безконечно-малая величина 2-го порядка, и изъ 
него мы получим, что: 


=АМ 
ЕЕ @) 
откуда слфдуеть, что АК--КМ и = АМ суть величины одного яо- 
`фядин, Изъ неравенетва (3) пред. $ будеть тогда олдовать, что раз- 


прел. 
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ноть 4К-- КМ —=АМ есть безконечно-малая величина не ниже 3-го 
порядка. Деле изъ неравенства (1} того-ше 8 чрез развдёлев!е вобть 
членовь на хорду = АЛ, получаемь такое: 

1 < Аи АМ--КМ. 


=АМ< =АМ”: 


такь какъ по (1} 
АкККМ 
пел 
то отсюда завлючаемт, что и 


—ам 
=ам”ь ®) 
‘ибо это отношеше, нахоляеь постоянно между 1 и величиною, стремя- 
щеюся къ единиц, — инбющей се своимъ предфломт, необходимо въ пре- 
ДЬШВ должно сдаться ==]; сид, иредвль отношеня безконечно-н- 
пой дуги къ ся жорбъ сеть единица. Далье, изь неравенства (1) пред, $ 
пыфемъ: 


пред. 


—АМ—-АМ<АК-КМ—-АМ, 
а какъ вторая часть по (3) пред. 8 есть безконечно-малая величина не 
ниже 2-го порядка, то и разность между безконечно-малою дугою в ея 
хордою веть безконечно-мелая величина не ниже 8-20 порядка. 
150. Для того, чтобы найти производную дуги $=АМ (черт. 16), 


мы должны отыскать предёль отнотеня У рю пи отыскащи 


прежбловл, отношен, мы можемъ замфнять безконечно-малыя величины 
другими, предёль отношеня которыхь къ первымъ есть 1 [$ 17]; 
таким образомъ, на производную дуги но абсциссь, мы можемъ взять 
выфето безконечно-малой дуги ея хорду на основания только что дока- 
заниато предложены, что предфаъ отяошешя безконечно-малой дуги къ 
ея хордВ ссть олиница, 

Тавимь образомь, озвачая ММ’ черезъ Л, а №№ чрезъ Дт 
(черт. 16), мы будежь имть: 


ав А Дз-Н( Ау 

ред 2 щек ИС БЕ У ия, 
ибо хорда ММ--У МКР ЕМа-У (Аз) (Ду) лакь какь МЕ-- 
ХА ля, п КМА в пу. 


Итакъ мы нашли дяя иромаводной дуге по абециееь такую формулу: 
СЫ ——я 
=== у, 1 
БТИ ТЕУ а) 
Помножая производную на’ 42, н во второй части подводн его подъ р’, 


мы получныъ: 
фу -Еая, @) 
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т. в. «дифференииль дуги равенъ квадратному корню изъ суммы вва- 
Эратовь дифференциалов координат точки», 

Отсюда мы получимь тавя формулы для оз я эт угла (1,2) навло- 
нен!я касательной къ оси абсциесь по формуламъ (4) $ 136: 


4х Ч. . —_ @у ву. 
603({,2} Ура"! зи} Уря в (3} 
151. Дая параболы "— ри 0 [9 
пифемы У: @®) 
4 И.Р. 
сл№д., по (1) пред. $: ад-Р 1 (3) 
делфе изъ (2) имфемъ: Ча: (4) 


ствд, умножая (3) = (4): 
в-=И НН или У 1+] ди: (5) 


въ интегральномь исчислени мы увидимъ, кавъ отсюда можно получить 
длину дуги параболы. 


ая залипоа 10 {6) 
* 
инфемъ: у я: . (7) 
р ря 
етБловательно: “- 1 Иа ИЕ, {8) 


РЕ у 
но изъ уравнены (6) имфемь: 
аа — 3 (9) 
внося ато въ (8), будемъ нибть: 
48 уаз ву (ая, 


ау ау ' 
полагая ; слёдовательно, 2%—5%-==а%е% мы будемь имВть 
отоюда: @ : 
а: 2 
и вводя выфето ау его зпачеше изъ (9), окончательно: 


Е а — 21 
ие. (10) 


а — 
Въ интегральномь иечислени мы увидимъ, что для выражешя въ конеч- 
номъ видЁ дуги 8 эллинов нужно ввести въ анализь новыя функн, 
называвмыя оэллизпичеснамии. 
162. Переходимь теперь къ полярной еистемф координать. Фор- 
мулу для выранеыя дифференщала дуги въ поляряыхъ координатахь 
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можно’ получить изъ тольБо что выведенной {2} $ 150 при помощи 
формуль для перехода оть прямоугольной сиетемы координать къ цо- 
дярной; мы это предлагаемь выполнить читателю самому, какъ подез- 
ное упражнеше на перемфиу независимыхь перемфиныхь и функый 
(гл. УИ); а здБсь мы поважемъ, кахъ эту формулу можно вывести 
геометрически при помощи принциповъ дифференщельнаго иочисленя. 
Пусть дана кривая АБ, отнесенная къ полюсу О и оси ОХ (черт, 19}; 
взянь ия ней двЪ безконечно-близыя точки М и М, мы доляны для 
получешя производной дуги = АМ по полярному углу $ (вакъ по 
независимой поремфнпой) найти предфль отношеня 

—ММ’ _ 4$ 

дом’ 2% 1. 


тв АЗ-==ДМОМ’, пода ДМОХ=-3. Ш д- в 
хазавному въ $ 149 мы можем вифсто дуги взять № 
ея хорду ММ но изъ треугольника МММ’ мы м 
имфемъ: 
МИ'-У ММ МММ’. ММ (МММ); (1) о 
4$ _А: 
Ш 
р {- ММ дуга кругь ра- 
во ММД, а ММ. от. 2 уса ОМ-=0Х), 
э 53 
2 
внося это въ полученную формулу, будемъ им ть: 
- 4$ - 4 
эи-- зв 
— _ а а у —_а ’ 
=—МмМ'—= (дту-А$) АУ А ду [°°° Ммм’; 
й > | = 
дЬлимъ об части на $; получамь: 
И. А д 5% 
=мм’ _ и Е д а ,. 
г и {59 "5 [ав воз МАМ, 
>. 


станемъ подводить теяерь $ къ нузно; тогия налфво будемъ имфть: 
4 —мм’ аи пре —им и =ММ' 4. | 
| РА миа 


а направо: 


1бо 


—1: пред, воз( МАМ) 08" = 0. 


д" __ 4. 
пред 8: Пре $ 


Курс даффер. м иятегр. мечнел. 
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Но если дёф величины постоянно равны, то и предёхы ихъь равны; 
елфдовательно: 


— 
-- (3) 8 
х 
ааа. 4) 
153. Для Архимедовой спирали, напр.: 
т=а9 [09 
имвемъ: 
@ 
в-% 
и потому будеть: 
р —__ 
аи а 
или, подставляя вмфето х его величину: 
ау 1 @) 
Для гиперболической 
(#) 
нуЪемъ; 
4 а ры >. 
ва; (5) 
озвд., 
48 1 | @ 1-81 
РС и» Кая -И = Ня а" УЕ ыы ®) 
Ддя логариемичесной спирали 
ге"? (1) 
имфехмъ: 
ив (8) 
потому будете: 
в ИЕ —=ут-Нияе"9. (9} 


Для упражненя продлагаемъ отыскать точки перегиба и опредфаить 
выпувлоеть и вогнутость, а также найти дифференшалы дугь кривыхъ, 
указанныхь въ нримбрахь для упражнеюй къ главЪ Х. 
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ГЛАВА ХИ. 
© радусь привизны, 


154. Еоли оть произвольной точки А на кругЬ, описанномъ изъ 
центра О ражусомь О.Л, отложинъ дугу АВ-=1 дливы (напр. 1 сан- 
тиметру, вакъ у навъ н& черт. 20} и въ концахь ея проведемь каса- 
тельный АР и ВЕ, то будеть угодъ ВСр=  АОВ, какъ извфотио изъ 
теометр; и какь равнымъ дугамъ на одной и той же окружностя 
отвфчають равные углы, то мы отсюда заключаемь, что оть какой-бы 
точки на окружности мы ни отложили длину-=АВ==1 дданы (1 санти- 
метру у нас), угодь между касалельными въ ея концахъ будеть одинъ и 
тоть же. Но если мы нозьмемь такой ме длины 
дугу А’В’ ва другой окружности [вапр. описанной 
язь центра О’ рамусомь С’А’ (черт. 21} то 
уголь В’С’Ь’ между касательными въ концахъ ея 
будеть уже другой: онъ будеть меньше востолько 
разь, воеколько ращусь О’А’ будеть боле ра- 
дуса ОЛ. Но чфмъ уголъ между крайними кава- 
тельыми больше, тёмь больше согнута кривая 
или, какь товорять, кривизна ея болыше. За мру кривизны дуга 
круга можно принять уголь между касдтельными 
вь конлахь дуги ддины=1, отложенной на дутв 
круга, и она, какъ видьли сейчаеь, есть вели- 
чива доетоянная для даннаго круга; если теперь 
за единицу кривизны ирипять кривизну дукн==1 
дявны, взятой ива кругВ радуса=1 даины, то 
кривизна дуги круга радгуеа В выразитея чиехонь 


г. Въ самомь ДЬЬ, есаи черт. 22 изобра- 


жаеть кругь редуса=1 длины (1 сантиметръ), 

то Дед-=Даоф есть единица кривизны круга; кривизна круга ра- 
муеа ОА=Е (черт. 20) измбряетея угломь ВСр= 

= АОВ; но--АВ-=`-— 6 ==1 данны (1 саириметръ} и 


22. 
АВА. АОВ; аб би. Даб п) р 
авыя части этихъ равенствь равны, слЬловательно 
Ол. А0В—0в. С абЪ, @) 
отсюда 
ДАОВ _ ба _1 р 
= (3) 


Паб бя в 
яфвая же часть этого послдияго равенства и есть отношене мёры 
кривизны дуги АВ=1 дивы круга радуса ОА къ таковой же дуги 
и 
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@а=-1 дланы на круг радуса=1 длины, которую мы приняли за еди- 
1 
кипу кривизны; слд., число В вЫРанаеть кривизну дуги АВ круга 
радуеа В въ принятыхъ едниицахъ для этого рода величият, 
155. Изъ формулы (1) пред. 8 слфлуегь, такъ какъ ОА = В, что 
2 АОв 
= 


1 : 
т. что число р, можно выразить отношенщемь [ АОВ` въ его дутВ 


АВ; а кавъ дня вруга это отноеше охраняется для веякой величины 
угла, то мы можемь уголь АОБВ замфиить безконечно-малымъ угломъ 
МОМ’'—=Д4 [если { АОМ=% (черт. 20}], и слёд, дугу АВ дугою 
ММ’ = (ели АМ ==); тогда 

4$ _1 


Аз ы (2} 


8 елёл., переходя къ предёзу: 


(3) 
слёд., число, выражающее кривизну круга радуса В=ОМ, ееть пре- 
дьль отношешя безконечно-малаго угла ТиТ’— МОМ’, (вазываемаго 
угломь смежности) между касательными въ концахъ безконечно-малой 
дуги ММ’, кь длинв этой дуги 8. Для круга этоть иредёль 
есть постоянная величина по формулв (3). 

156. Если тенерь оть круга мы перейдемъ къ какой-нибудь другой 
кривой, напр., кь эллипеу, то мы замфтимь, что уголь между каон- 
тельными въ концахъ дуги, равной 1 длипы (напр. сантиметру), будеть 
измВняться, когда мы эту дугу булемъ двигать по кривой; другами 
словами, если мы будемъ ее откяёдывать оть разлачныхь точекъ на 
этой кривой. Такь напр., если эту дугу мы будемь двигаль оть вер- 
шивы большой оси эллинса Кь малой, то мы замётимъ, что этоть уголь 
будеть умельшаться по мёрЪ пряближещя къ вертинВ малой оси; сиВд., 
кривая менфе согнута вблизи вершины мазой оси, чфмь вблизи вер- 
тины большой оси. Въ виду такой измЬняемоети кривианы одпой и той 
же кривой, нервоначальное опредфлежме ея мёры при помошя угла меду 
кавательными въ колцакь дуги=1 дзины нсудобно; коэтому для всякой 
другой кривой предлагають другое опредфлеше,— лая круга равновиль- 
ное прежнему, данному нами выше, имено за лигру кривизны данной 
кривой в% данной на ней тонкт М принимають предвль отношеня 
остраго угла между касательной въ этой точть М ль въ другой М" без- 
хонечно-близкой въ ней (влежной точЕЪ, вакъ говерять), къ длынль без- 
хонечно-малой дузи, ММ’, заключающейся между этими точками, 
причемъ такую точку беруть на продолжеюи дуге, кончающейся въ Ми 
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начинающейся гдф-либо въ А,— короче—за меру кривизны данной кри- 
вой въ данной на ней точке принимають предьль отношеня угла 
вмеоюноети къ элементу дуги, разумъя подъ элементомъ дуги безко- 
нечно-малую дугу, начинающуюся въ этой точк, а подь углом смея- 
ности острый уголь между касптельными вз хонцажь ея. 
157. Изъ чертена 28 усматриваемъ, что’ уголь смежности 

Ииу = Ти = МРХ-— МТХ; (0 
слфл. уголь смежности АРий==прирашеню угля явклонешя касатель- 
ной МТ къ оси ОХ, которое онъ получаеть, когда оть М переходамь 
къ №. Если означимъ чрезъ с уголь МХ, 
такь что будеть: 


28. 


в— МТХ, 
ся, 
бат, (2) 
то кривизна въ точк® М будеть имёть мёрою: 
пред. А 45, (3) 
4; 


ТВ 5 АМ и Аз=ММ,. Итакъ намь на- от утих 
добио найтн 46 и 45; разазливъ первое ва 
ьповлднее, мы и получимь м8ру кривизвы данной кривой АВ въ точкВ М, 
сли теперь вообразимъ кругь, имбющй такую же кривизну, вакЪ 
кривая въ данной точк}, т. е. выражаемую чиеломъ 4, и означимъ его 
тадусь чрезъ 2, то по $ 155 будемъ имть: 
@ _1 
о: 4) 
этогь радёуез р круга, митющаго ту же кривизну, камъ данная кривая 
4ъ данной точкь М, называють радусомь нривизны кривой въ данной 
точкь. Обратная величина его выражается тлумь же числомз, кап 
кривизна кривой въ банной точь М данной кривой АБ, [Формула (4) 
выражаеть именно равенство кривизны кривой нъ разоматриваемой на 
ней точкБ и кривизны круга рещуеа 2]. 
158. Чтобы получить выражене радуса кривизны въ прамоуголь- 
ной сиетемЪ координать, надобно, какъ то видно изъ (4) пред. $, найти 
«перва 46; но по (2) пред, $ пмЁемъ: 


д Фищу =-т-"в (1) 
Еромв того, мы знаемъ, что 
дв УТУ. 4х; (2) 
слЬдовательно: Г . 
Я, 3 
&— 5 ый 


ани" 
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и потому 


В 

ау)" 
=. ® 
Такъ вакъ р абоолютная веничина, то беруть здЬеь абсолютное эначене 
второй чаети этой формулы. 

Мы видёли, что въ точвахь перегиба у’==0; а потому рамусь ри- 
визны въ такой точк» обращается въ СО; олд. кривая въ такой 
точкЬ какъ бы выпрямляется для того, чтобы потомъ закривляться въ 
другую сторону. 

159. Формула (4) должна быть замфиена другою, когда 2 перестветь 
быть незаввоимой неремЪнной; тогда по $ 78 должно принять: 


‚м „429 —дуфе 
а > т о 
и формула (4} пред. $ переходить въ такую: 
з 
_ ат. ,) 
Р— джазу — ду { 


Ище зыведемъ выражено радуса кривизны для елучая перьшея- 
наго по У ураввеня, т. в. когда у неявнан функшя 2, опрехБляемвя 
уравненемь: 


Кеу)=0; (2) 
тогда имБемъ: 
9! „р. Е 
= =—0; (8) 
9 5% в 8. 
ЛИН =, (4) 
взявъ отеюда у’ и у’ и внеся въ (4) прел. $, мы получимъ такую 
формулу: . 
бе, (а 
[+ 6) 
? оу ^ 


ау 
Даля эллинеа: 
пу’ 
ат 
мы получихь (совращея на 2°): 


(6) 


— 11 - 


иля, въ виду (6): 
8 


рее ЕИ. в) 


Озвачая длину нормали чрезь ®, мы будемь имЪть по формуль (4) 
$ 138; 


2 ро да 
а-я") (ия) у а" ы | та 
отеюда получаем: 
пит, 
жи ты’ 
внося это въ формулу (7), посл сокращеня получимъ такую формулу: 
43 03 
ря (8) 


з 
зыражающую радёусь кривизны черезь длину нормали (глё 2=” есть 


нолупараметрь эллииеа). Изь этой формулы вытекаегь такой способъ 
построешя фрадусв кривизны. эллилеа. Проводимь чрезь точку М 
(черт. 24) нормаль ММ и еще произвольную прямую МТ; на послёдней 
откладываемь МК==р, соединяемь № и К, и чрезь № проводимь пря- 
мую МЕ такъ, чтобы (МЬМ== ММК; затЬиъ черезь Ё проводимь 
прямую 20| МК; тогда изъ подобныхь А-овъ 
ИМК в ММГ будемъ имфты: т 
Мт:МИ- М№:МЕ, 
& язь нодобныхь А-овь МИК и СИГ 6у- 
демъ имфты: 
МС: МЬ-=ММ: МК; 4 9 
перемпожая эти пропорщи, колучимъ: 
МС: МХ=М\: МЕЗ, 


24. 


Е} 


откуда 
И№ п. 
ИК р, 
Предлагаемъ читателю вычислить редусь кривязвы для эллипса 
по формул (4) $ 158, рёшивъ сперва уравнеже эллипса по У. Для 
прамфненя (1) формулы настоящаго $ предлагаемъ положить въ ураз- 
неви эллипса 2-0603ф; тогда будеть у==фушф, и такимъ образомъ 
06% координаты будуть функщими третьей перемённой $. Равнымъ обра- 
зомъ продлагаемъь примфнить эти формуты къ гиперболь и пярабол%. 
160. Чтобы вывеети ращусь кривизны въ поляряой систем коср- 
дивать, мы замфтимъ (черт. 25), что уголь вмежноети. 
Ф-Т" Х ФТХ, 
слбд., предетавляеть приращеше угла касательной 7ф нъ точё М кривой 
въ полярною осью ОХ, когда оть этой точки перейлемь къ омежной 


мс= олд. МОР. 
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М’; но, озвачая черезь и уголь кавательной 7 съ радусомь ОМ точки. 
М, изь А-ка ОМТ мы будень имфть: 
9=2 МТХ= $5 


в 25. , ел., 
ДА-ДА 
ы Е 

ДФ _ 5% 
РАЗ: 

переходя къ предать, одучыты 

9 т тх 
Я- — 
1 + 3 @) 


Такимъ образомъ все сводитоя въ отыеканю производной оть $ по 
$; мо 


о-ва, @) 


Гав ‚-*, какъ то слбдуеть изь формулы (5) 8 140; потому: 


4 1 А" 


о ИИ ОЙ в 
я 
ветаваяя это въ (1), позучимъ: 
4$ 1 а рати”, | 
4$ Уверит эру } 
откуда: 
В уу’ = 
ата 4% (5) 
"Теперь по формуль (4) $ 152 пыфемъ: 
ау ут а$, {6) 


имфя въ виду, что уголь смежности 95-=4, мы получимь, дфля (5) 
на (6): 
С ил 
в [3 
у 
откуда 


3 
т 


(8) 


Если помножить числителя и знаменателя на (43)$, то можно выразить 
р зрезь дифференщалы координатъ: 


2— наз? Гра тада 8) 


— 199 — 


Эта формула относится къ тому случаю, когда $ принята за. незе- 
висимую перемфиную: но изъ (8) можно ‘получить и другую формулу 
дня выражешя р чрезъ дифференщалы кобрдинать, въ которой незави- 
вимая перемфнная остается неопредленною наперед, и можеть быть 
какая угодно третья величина; для этого стоить только правыя части 
извфегныхь намъ формуль: 


@г ‚_ 434" — 4% 
"=: Иа в (10) 


Гем. 8 78] ввести въ (8) вмБото лЬвыхь и затфмь чкелитеая и знамена- 
теля умножить на 49%; мы получимъ тогдй: 


3 
ив и: 
Ра раи — нерьвяВЗ: 1 
отсюда получится опять формула (9}. когда примемъ 43-0, т. е. когда 
$ возьмемь ва независимую ‘пережвипую. 
361. Такъ хакь УЕ -=в— длин нормали въ полярной снотемБ 
координать; кроив того: 
а 
“(2 


а ^, 


4$ 
то формулу {8) лред. $ можно такъ представить: 


. 
И, (1) 


„Я 


а 


зъ какомъ вид она легко ириыёняется кь коническимь офчешямъ: 


(2) 
тогда получаемь; 
(3) 
и слфдовательно: 
(4) 
отсюда 
+ 
7 1 — 1$ —(--ес083)с05 
Е 
4 ев 
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умнокая на #3, получим: 


г 

„9. 4) —_ 2'ее- в), 6 

2% @-ее ) 

: 91-571 |-7/”1, и подотавляя выбото г и У’ ихъ величины изъ 
+=”, 


@) в 6): 


п тан Ни --9 ® 
олвдовательно: 
х 
4; з 
а м и (7) 


з 
=. {8) 
Дёйствительно, изъ А-а МОР (черт. 10) имвемь: 
“_ 
ве, (9) 


Отеюла вытекаеть такой способъ построешя разуса кривизны 
эллипса: Пуеть дань эллицеь В’АВ (черт. 26) п на немь точка М; МТ— 
касательная, №№ нормаль; изъ фокуса № возставляемъ перпендикуляръ 
ЕМ въ раусь-вектору ЕМ точки М до вогрёчи въ М съ нормалью:; изъ № 
возетавляемь перпепдивулярь № въ ММ до 
ветрЕчи въ Е сь продолнещемь МЛ; здБеь 
возставаяемь нерпендикулерь КГ вь МЕ до 
зотрёчи въ Г съ ММ; точку Г соединяемъ съ 
т Е, зыфиь на лин МР оть М откладынаемъ 
МР-=р, я проводамъь РО|ЁР; тогда точка С 
вотрёчи этой прямой съ нормалью опредёлить 
отрьвокь МО==р. ДБНствительно, изъ подобныхь 
Д-ховь МАР к КМК находимь: 


26. 


2 


МА эз 
мк ур, 
далфе, изъ подобныхь А-ковь ММЕ п ГИК 


находимъ: 
ММ.МК _М№ и 
м-р = Мет: 
надонець, изъ подобныхь А-овь СМР и СМЁЕ находим: 
ИГ.МР из ртр 
ме ИР ну’ 
откуда и видно, что МС ееть ращуеъ кривизны точка 14. 


— М - 


162. Изъь формулы (8) пред. $ вытекаеть также еще такой опособъ: 
©-=90°— ММ; слёд. изъ (8) будемъ имфть: 
ряшво == рдоз (ММ Р)==р, 
4. е. посл троекратнаго проэктировая ращуса кривизны: на ралусъ- 
векторь, на нормаль и опять на радусъ-вевторь, должны получить 
МР=ыр; слВд., наобороть: если отложимь оть точки М на ея радусв- 
зевторь МХ дливу МР==р и изъ точки Р возставимь перпендику- 
ляръ къ МЕ; изъ точки Н вотрёчи его съ нармалью ММ возетавинъ 
ъперпендикулирь къ ней Н@ до вотрфчи его еъ вродолжешемъ радтуса- 
вектора въ б, и въ этой точьБ возотавимъ къ лослёднему периендя- 
куляръ 60; то точка вотрёчи его съ нормалью АМ опредёлать на 
нормали отрёзовь МС==р. 
163. Это не случайно точка И оказалась въ переофчени нормали 
съ болыпою осью; легко доказать вычиоленемъ, что 
НМ М МР == МР, (2) 
т. е. что проонщёя длины отульзка нормали, въ какой-либо точно эллипса 
отьъ этой точки 90 болмной оси на радёусъ-венторъ точки равна полу- 
параметру. Въ сашомъ ДЬЛЬ, длина упоминутаго отрфака ло формул 
(4) $ 138 равна. 
я-итЕ Зуев, е 
разетояще же фовуса №, координаты котораго суть х==е=а— 6 и 
у=—0, оть касательной найдутся по нравиламь Аналитической Теомет- 


рн чрезъ ветавку отихь координать # въ первую часть уравнения каса- 
тельной къ эллипеу: 


(3) 


И т 
: Е? 
по равлёлени на —У рай такъ вакь точка Р лещить по одну ©то- 
рову васательной оъ дентромъ; слёд. означая это разотояще чрезъ @, 
будемь имВлы: 


< 


но изъ Аналитической Теометри извфстяо, что радуеъ-вевторъ у точки 

М эллиноа изъ разематриваемаго фокуса, выражается формулою: 
т=ар—ех, {5) 

гдЬ 

; (8) 
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‘на основаши (5) в (2), а также того, что полупараметръ эхлипев;: 


в=”, (7) 
мы изъ (4} буденъ имбтьы 
(8) - 
отсюда 
(9) 


но, означая, ванъ въ предыдущень $, уголь между каоательною и рад- 
сомъ-вакторомъ чрезъ 9, будеть 


Яо (10) 
олфд., внося въ (9), будемь имЪть 
2608 ММЕ)-=р, (11) 


т. е. проэкщя отрёзва нормали == ЫЛМ вв редусь-невторъ равна полу- 
параметру, что и требовалось доказать. Такъ какъ другой радусъ-векторъ, 
длаегь такой же уголъ съ иормалью, то и на него прозкщя длины ® 
будеть равна р.—-На основаши этого посяёдий способъ построешя 
радуса-кривизны эллипса значительно упрощается, ибо мы можемъ прямо 
возетавить въ точкВ Н пернендикулярь Ыб къ ММ и затЬмъ въ точеВ 
6 вотрёчи его съ радусомъ-векторомъ 22 возставить нериендихуляръ 
60 въ МЕ; тогда по предыдущему будеть МО-р. 

164. Если на нормали оть точки М на кривой въ сторону вогну- 
тости отложить дяину р, то получим точку, которую называють ценя- 
‚р0мф кривизны, шотому что, вели изъ нея, какъ центра, редусонь р 
описать кругь, то этоть кругь будеть имфть ту-же кривизну, вакъ н 
данная кривая въ разематриваемой точкь. Найлемъ хоордянаты центра 
кривизны, которыя означихь чрезъ Ё, у. Означая черезъ (и,2) уголь 
вытшеопредвлениаго направхешя поржали съ осБю х-въ, мы будемъ им®ть 
по формуламь Аналатической Геометрии: 


= реози,а); --у-=ращбьай (0 

но въ $ 187 [формулы (2)] мы нашли, что 
сои; мые, 2 
оу 9 -Нутдя 


гдь остаетен только опредблить, который знакь относится въ раземат- 
риваемому хеперь направлен ю нормали. 
Для случая, предетавлиемаго черт. 21, у>0, у’_>0, у’>0; 
— 
направлене МС, о которомъ идеть рёчь въ ОХ драаеть уголь 
СРХ= МТХ--90°; сиБдовательно такой, который лежить въ предё- 
т 


захь ит я оЛЬл. 608 котораго’ <0, а $в>>0; отоюда ведно, что 


— 8 — 


въ формулахь (2) нужно брать верхый ядзъ двойныхь  знавовъ, т. в, 
будеть окончательно: 

и. 1.8 в 
И-у"" ИГР" >. 
'Подетавляя эти значеня въ (1), равно какь и 
значеше р, имфя въ виду, что у насъ у’>0, мы 
будемъ имьты: 

т з 
я уе 0 пе . @ 


6059,2) эт(ь 2) 


Эти формулы и дають координаты центра кри- 
визны въ зависимости отъ координать точки кри- 
вой и ихь производныхь. 

Даля упражневй предлагаемъ опредёлить ралусы кривизны и коор- 
диваты центра круга кривизны кривыхь, указанныхь въ примфрахь 
главы Х. 


ГЛАВА ХИ. 


Фбъ зволютахъ. 


165. Координаты центра кривизны будуть измёняться непрерывно. 
когда точка ЛИ будеть непрерывно перемЫдаться но данной кривой; 
слЬд., вся совокупность этихь центровъ кривизны образуеть иЁкото- 
рую привую. Эту кривую называють эволютою (разверткою) данной 
кривой, которая ло отношению кь этой поелёдней получаеть название 
эвольвенты (развертывающей); мотявы къ такой терминолои ниже 
будуть объяенеин. 

Уравнен{е эволюты можно получить, исключая пра помощи далнаго 
уравнешя эвольвенты # и у изт, уравненй (4) пред. $. Покажемь это 
ка примЁрь, для чего опять избираемь эалипет: 

ду 


то, ео 
отоюда, дифференияруя два раза, получаемь такёт два уравненя: 
ЕВ 
ая 0. (2) 
8) 
откуда находимъ: 
[62 


(5) 
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подетавляя изъ (4) въ (5), колучимь послв ибкоторыхь упрощен: 

”. > 

= — лу (6) 
зветавляя это и значено у’ изъ (4} въ равенства (4) пред, $, мы нолу- 
чимь посль легкихь преобразовашй при помощи уравнешя (1): 


Е су 
==: Я=ф—-ы, (т 
(гл8 с ==а —63), откуда получимъ въ свою очередь: 
й В 
2 % у 5, *. 
вт(я) в 5-[-9Я) ® 


(9) 


Эга кривая касается къ обфимь осямъ, 
относительно которыхъ она расположена сим- 
метрично и къ которымъ обращена нышук- 
лостию; она будеть имфть видъ предотав- 
ленный кривою аба’’ на черт. 28. Предла- 
гаемъ доказать это при помощи сповобовъ, 
изложенныхь въ предшествующих тлавахъ, 
а таюке сдВлать тоже самое для гиперболы 
и нараболы. 

166. Касательная къ эволютф есть нормаль къ эвольвент», Для дока- 
зательства этого предложеня вернемея къ равенотвамь (4) 8 161, 
изъ когорыхъ, унножая второе на у’ и окладывая съ первымъ, выве- 
демь такое: 


(—э-+и—му-0; (1) 
напоминаемъ, что здЬзь & у, равно кавъ иуи У’ вуть фуньши 2, & 
потому, дафферелцируя (1), позучимь: 


4 ее 
1 (ии уу; 
но по (4) $ 184 инемъ: 


(ии =т-У*, 
вноея это во (2), получимь; 


( р 
Ниуе 
ити, сократая: 
и 


и ры 


& 
Ри 
Бля это на первый члень и полагая и |, получимъ: 


щие в 
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но у] есть угловой кооффищеить касательной въ эволють, какь у’ угло- 
вой коэффищенть касательной къ эвольвенть, а услоше (3) и есть уело- 
ве перпендикулярносги этихъ прямыхт, какъто извфотно изъ Аналитя- 
чеекой Геожехруи. Итакъ касательныя 5ъ эволютВ и хъ эвольненть взавыно 
перпеядикулярны, и канъ первая имфеть общую точку (5, т) съ порматлью 
къ эвольвенть, то она и есть нормаль къ этой посхёдней, что и требо- 
вазось доказать. Въ этомъ убфждаенся и аналитичеекимь путемъ: помно- 


жая (1) на 77, вь виду того, что по (3) будеть у’ =--1, мы понучиыъ: 
Е) —м-у)-0 
или 
У—4—@—8), @ 


что предетавлиеть васательную въ эволютЬ въ точив (, 1), если сну 
текупця координаты, 

167, Отсюда можно еще ожидать, что эволюта образуется изъ точекь 
пересфчешя кажлыхь двухь смежпыхь нормалей, т. е. вормалей въ двухъ 
безконечно-близкихь точкахъ данной кривой (эвольвенть!). Дьйствительно, 
уравнене нормали въ точкф х, у, ееть 


Е-еи-уу=е (0 
уравнсше пормали въ смежной точкВ (=-- Ал, у--Ау) будеть, олфлова- 
лельно, такое: 

(&—2— =) + (а--у-Дуи--Ау)=0, (2) 


(ибо у’ для второй точки будеть у’-|- Су’). Раскрывая отчасти скобки во 
второмъ уравнени, можно дать ему такой видь: 
лоу ди- му) =0. (8) 
Вычитая отеюда (1), имя въ виду, что для точки пересбченя $ и 
1} въ обоихь уравненяхь будуть имфть одинаковое значене, и дЬля 
результать на Дух, получижь таков уравнене: 


ЛУ Ау / 
На-у,-АУАУ) = 6; {3) 
переходя въ предблу и помня, что 
№ ду, , 
пред: м У; пред. я у’ предо, 
мы получимъ отеюда: 
ШЕЕ (8) 
рёшая, найденъ: 
1 
1—у=— (5) 
и затьиъ изъ (1) чрезь подетановву этой величины: 
— (6) 


слёд., координаты Е и) точки пересВчемя двухь смежныхь нормалей 
и будуть координаты центра кривизны, & саЬд., эта точка пересфченя 
сменныхь нормалей будеть точкою эволюты. 
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168. При перемёщени точки по кривой и нормаль ея будегеь пере- 
ыъщаться въ плоекости кривой, при‘чемъ изъ точекъ пересбченя нор- 
мали съ непосредетвенно-предшествующимт положещемь ея образуется 
по сейчавь доказанному новая кривая, именно эволюла данной. Слёл., 
можемъ сказать, что эволюта есть обертка нормалей данной кривой, Въ 
евмомь дЬжф, оберткою ряда кривыхъ, выражземыхь однимъ уравнешемт 

Ех, у, б)==0, [65 
содержашимь произвольную постоянную величину 0, называемую пара- 
„метро и отьфчающихь каждая опредфленному зпаченйю этого пара- 
метра, называется именно криван, образующаяся изъ точекь перебф- 
ченя кажлыхь двухь посхфдоватольныхь вривыхъ ряда (1), (какъ точки 
<, В, т, $, =... перефчешя кравыхь 11, 22, 33, 
44, 55, 66... на черт. 29), параметры которых, 
различаются безконечно-мало, 

Предполагая па мивуту, что въ (1) С поду- 
чило какое-либо частное значене С» кривая, 
которой параметрь С отличается оть этого 
значенн безконечно-мало, елъд. есть С, |-ДО,, 
будегь имбть своимь уравненешъ такос: 

Езу, Аб.) 0. {2) 
Это уравнеше и уравнене (Т) будуть для точекъ пересёчены этихъ 
хривыхъ пифть мфето заразь. Сад, ряложь еъ пими будеть имёть 
мфето и уравиеше: 
Е, у, О-РАС,)— Ржу, С) 6 
ео “5, @) 
о 
получаемое чрезь вычиташе (2) изъ (1} и раздьлеше на ^С,. Подводя 
АО, кь нулю, мы полузимъ въ пред такое уравнен!е: 
р с, в в 
й 
Такое уравнене будеть имВть мёето выфетВ сь (1) для точекъ перееЪ- 
чешя хомдыль двухъ омежиыхь кризыхь изъ ряда (1), (г. е. которыхъ 
параметры различаются безьонечно-мвло); стёд., мы можемь вмфето С, 
написать здфеь просто С; такимь образомъ обертка рядя кривыхъ (1) 
предетавится совокупностпо такихъ двухъ уравнен!: 

ху, б)=0; 

ЭЕ(т,у, С) 
и 
таъ которыхъ одно есть уравнеше ряда кривыхь, а другое получится, 
ззявъ отъ него частную производную по С и приравнявъ ее нулю. 
Исключивъ С изь этихь двухь уравнений, получимъ уравяеше обертки 
въ такомъ видё: 


Фут, у) 0. {6) 
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169. Пояснимъ этоть способъ получены уравнен!я обертки примёромъ. 

Прямая данной дланы $} движетея такь, что олинъ конець ея А 
перемфицается по оси =, а другой В по о0и у. Отрзкн ОАд=аи 
ОВ-Ь осей съ перемвною положешя прямой бу- 
дугь измфнаться, однако такъ, что будеть всегда: 

ай В, (1) 

хакъ то слбдуеть изъ А-ка АОВ (шей беремь 8 
прямоугольныя). Уравнеше прямой АВ есть: 


аут, м Жх 


какъ извфотно изь Аналитической ТГеометри. Въ 

немъ 6 есть функшя отъ а на основвит уравнеша (1); параметръ здЪесь воть 
@ (то, что мы въ прел. $ обозначали чрезь 0); слВх., мы должны про- 
дифференцировать уравлене (2) но а, имфя въ веду, что 6 ееть функшя 
оть в; сдёлавъ это, получимъ: 


Ао. в) 


30. 


Производную 65 по @ получимъ, дифференцируя уравнене (1); это доста- 


вить (лю раздфлеми на 2): 
а-|-5 в —0. (4) 


95 : В 
Исключая $, иЗЪ этихь двух уравнен!, получимь ло разафлени на 


— а результатах 
= - 

Е (5) 

Изъ уравненй (2) и (5) при помощи (+) мы должны исключить 
аи, чтобы получить уравнене обертки нашей движущейся прямой. 
Поелёднему уравнению можно дать таной видъ, извлекая кубиче- 


ок корень: 


У = 
0. 


а 


т > ®) 
я у 

отеюда, на основашн извфетнаго свойства пропоршй, а затфяъ н урав- 
нешя (1), получимъ: 


{2) 


{8 


Хурсь диффер- в пнтогр. нозисл, 
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подотавимъ ихъ во (2); тогла получимъ моелф легкихь преобразован: 
аа . 


=" Р. [о 
Кривая эта похожая на зволюту оллинеа. Предлагаемь изелфловать ее. 
Предлагаемь также рыпить ту-же задачу, исвлючияь оперва 2 изъ уран- 
нения (2) при ломоши уравневя (1). 
170, Найдемъ теперь обертку нормалей къ данпой кривой 


Иву 0, и) 
которыхь уравнешя предетавляются, какъ мы знаемъ, такъ: 
Ефюи—уу 0. (2) 


ЗдЬеь 2 играегь роль параметра С, ау и У’ суть его функщи нъ силу 
уравнешя (1). Взявъ частную производную отъ (2) по 2, помня, что у 
и 9’ суть его функы, мы получимъ уравнене: 


и -Уи —у*0, (3) 
откуда будем имфть: 
ау 
вет ‚ в 
повлВ чего изъ (2) найдемь: 
р а 
а, 9 


отеюда лидно, что координаты Ё и % очея обертки нормалей (2) суть 
координаты центра кривизны. Сабд., эволюта есть обертка нормалей. 
тп. Дафференщаль дуги эволюты равень дифференщелу ражуса 
кривизны во знакомь -- или -—— Въ $ 164 мы нибли таыя формулы (1} 
для координать цептра кривизны: 


ее | о 
— Уж рай(т, 2), 
гдВ (7,2) означаегь уголь между яаправлещемь нормали въ сторону 
вогнутоети п положительнымь направлешемъ оси абецисоь. Дифферен- 
цируя эти формулы, получимъ: 
@ == Чр. воз(и)-|-р.4еоз(и, =); } © 
а ду-- 42. ти, =) р-ка, 
помпожвя первое равенство на с0%(2,), & второе на зт(и,2) и оклады- 
вая, имфя въ виду, что изъ извёетнаго соотношешя: 
608\(,2) 3812,2) = 1, (3) 


сллуеть: 
соз(я, 2) аеоз(и,2)--зи(л,=)азщ(и, 2) —0, (4) 
а тавже, что изъ опредфлешя нормали, вакь прямой, перпендикулярной 
къ касательной, савлуеты: 
92. с08(п,ж) -- Яу. ит, 2) ==0, (5 


48. воз(т,)--@1.заци, =) == 42. (6) 
Но по 8 166 вормаль въ оэвольвентЬ есть касательная къ эволють, при- 
чемь нормаль, направленная въ сторону вогнутости, можегь имёть и оди- 


мы получимъ: 
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узковое и ирямо-противоположное направлеше касательной, изправлениой 
ыъ сторону увеличены дуги эволюты, и потому будеть: 


с0з(и, *) == х ; ча, 


узкая уе 
внося это въ (6), получимъ: 
А-а, ®) 


т. ® дифферекшаль дуги энолюты равень дифференщалу радуев хри- 
виацы, взятому еъ ТЬУЪ или другимъ знакомъ, что и требовалось доказать. 
Звакъ будеть -|-, когда дуга эволюгы и ращуеъ кривизны вифетё 
озраетають, и —, когда въ возрасташемъ дуги эволюты радусъ ври- 
визны звольвенты убываетъ. Такъ если возьмемъ верхнюю часть задипей 
и будем вдги по нему ъь направлеши возрастающихь 2-овъ, то огь 
зфвой вершины большой оси до вершины малой оси дуга эволюты и 
ращусь кривизны будуть выфогь возрастать; огь вершины же малой оси 
къ вершинЪ ‘болымой направо, при продолжакищемен увезичени дуги 
эволюты радруеъ кривизны будетъ убывать, слфя,, для П квадранта нужно 
ваять въ (8) |, для 1 квадранта, —. Ндя но нижней половин зилинеа къ 
исходной точкЪ, увядимъ, что въ ТУ квадрантв нужно взять --, въ ПЛ же —. 
172. Отсюда олёдуеть, что разность мехяу двумя радувами кривизны 
ЗИт и № въ двухъ данныхь точнахь М п М данной кривой АВ 
(черт. 31) равна длин дуги эволюты я, 
заключающейся между точками и Я эво- 31. 
аюты, въ которыхь касаются къ ней нор- 
мази т М и М (въ точкахь Ми №), на 
которыхтъ откладываются дивны радгусовь 
кривизны въ этихь точкахь Ми №, От- 
еюди въ овою очередь слёдуеть, что кув- 
вую АВ можно начертить, когда знаемъ 
ея эволюту а2 при помощи витя. Закрь- 
ливъ одииъ конещь ните № вь точьЬ 
эт эволвюты (сдфлавъ поолёднюю напр. изъ 
пааотинки), а нь хочяЪ М нити прикрёпивь карандашь, будемъ веети 
эго по направленю оть А къ В, держа нить натяяутою: тогда конещь 
вя М будеть чертить кривую ММ. 

Изь цосибдняго поетроемн видно, что данная эволюта имфетъ без- 
численное множество эвольвентъ, ибо карандашъ мы можемь укр®иЕть и 
гдьлибо на продолжен нити т; въ озмомь дя, увеличавъ во радусы 
кривизны на одну и ту-же длину 17, мы не ломфшаемъ ямъ удовлетворять 
дифференщальному уравнению (8), ни быть прамымъ М я проч., по во- 
торымъ они отложены, касательными къ эволют и нормалями къ вычер- 
чиваемымь кривымъ; послЁднее схбдуеть изъ того, что вогда мы изъ М 
лерехолныъ въ безвонечно-близкую точиу №’, то дугу можно равоматривать 

з* 
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какъ бы дугу круге, описанцую изъ центра и ражусомъ Л, пренебрегая 
безнонечио-малымъ разстоящемь ими’ послфдовательныхь центровь кри- 
визны и разностью въ то-же время радёусовъ и и и’ М’; касательная 
же къ кругу перпендикулярна въ радуусу, проведенному въ точку касания. 


ПРИМЪРЫ ДЛЯ УПРАЖНЕНИЙ. 
1} Ддя кривыкь второго порядка: у*— Зря фай, 


з 


ВыВ 


радуеъ кривизны: р-= ^^ 


уразнеше эволюты; (Ре 58} +(1) а 1. 


2) Для полувубической параболы: Зауи ал, 


И 
. орарнй 
адтусъ ВИНЫ: р =; 
радусь кр Р РЕ 
уравнеше зволюты: - 
т 


лана ева — ва ТР. [-Н(а— ва) — а), 


3 


з в, 8 
3) Дия циесоидь: у „ радёусь кривизны: А т 


уравнене эволюты: 4096 -|- 1158 ай--274— 0. 
ов 


. . Е _ 
4) Дтя кривой $ 169: фута”, радусь кривизны: р--З/ 57; 
: 3 


уравневе оволюты: (4-4) п) =ва". 
= 
5) Для логариемики: = ас", радуеъ кривизны: р=— 


В 

е)* 

ау ; 

‘уравпене эволюты: 

а (ев) Ели вай, 
о За 


= 
6) Для пфиной лини: у 5 вне” =), рафусь кривизны: 2=1 


я УТ уе. 
42 


уравнеше эволюты: Е==а. Лор 

8 . 

- Е и 
т) Дия логариемической епирали: ”==ае”, радёусь кривизны: р и” 
а а 


зи 6088$ > ЕО 


8} Для лемнискаты: 7—-00324}, радусь кривизны: р== 
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9) Для лемнискаты, отнесенной къ прямоугольной снегемв координать: 
аируиотачей у"), 
й дз 
съ ИЗЫЫ: р; 
рамуеь ври 2 узи 
уравневе эволютн: в Ее Ив =. 


10} Вычислить радёусъ кривизны Декартова листа, кавъ въ прямоутоль- 
ной, такъ и БЪ полярной системв координать [см. (2) стр. 48]. 

11) Вывести уравнеше развертызающей круга (эвольвенты круга) отно- 
сительно прямоугольныхь осей, проведенныхь чрезъ егб центръ. Пра 
ломощи уравнешя касательной къ кругу рауса м, легко получимъ 
таков уравцене для нея: 


У Вай ЕЕ 


22609- 


ГЛАВА ХГУ. 
Ф@ циклоид 6. 


173, Разомотримъ теперь криную, называемую цихлондою. Эта ври- 
вая чертится точкою окружности круга, катящагоея по прямой лиши; 
выведемъ сперва ея уравнеме въ прямоугольтыхь координатяхъ. 

Возьмежь за ось абоциссь прямую АЛ, по которой катится вругь 
(черт. 82). Пусть сперва центръь круга ваходится въ 0; А есть точка 
касаюя круга; проведи радуеь ОА и продолживь его неопредфаенно 
ВЪ обЪ стороны, полу- у за. 
чимъ прямую АУ, ко- 
торую возьмемь за 00 
ординат. Пусть тс- 
лерь кругъ катится нъ 
сторону оть А въ Г; 
пры этомъ точка, пер- 
воначально — каходиз- 
шаяся въ А, описавъ 
Дуту цивлоилы АМ, 
придеть изъ А въ М, 
когда центрь круга 
придеть изь О въ 0. 
Означимь уголь №0’, на который повернется при этомъ кругь, чрезъ 
4, такъ что будеть: 


[3 [8 р. 


(м09=%. 
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Еели ражусь круга 
ОА=0М-—0'9—а, 


то будегь: 
49=—ОМ=а3. (1) 
Абециеса точки М есть прямая АР: 
#=АР; (2) 
орлината воть МР: 
у— МР; (3) 
но 
АР-А9—@Р; 9Р-МК- ат; (4) 
ольд., будеть: 
2=4($ — 403); (5) 
далье: 
= МР=0Х-—009—Об№ 
во 
0'М=а-0059; 
елфл., 
у=а(1-— 603$). ° (6) 


Изь этихъ уравненй видно, что формулы (5) и {6) выражеють координаты 
точки циклоиды въ функши угла $, на который поворачиваетея кругъ, 
когда чертящая кривую точка изъ 4 проходить въ М. Евли ноключать 
$ изъ уравненй (5) и (6), то позучитон уравнене между х и у; оно 
будетъ трансцендентное. Изь (6) находимъ, рышан его по $: 


$ —8тес08 { 1— 


[0 


отеюда 
ИИ а о ия, 
ва -ИГвФ-И 1 (1) ааа У; (8) 
внося ото въ (5), получимь: 
а.о" —Убау я; (9) 


это и воть уравнеше циклонды. 
При вычислешяхь однако гораздо удобифе разоматривать выфето 
уравиешя (9) систему уравневй (5} и (6). 
174. Найлемъ угловой кооффишенть касательной. Для этого диффе- 
ренцируемъ (5) и (6) пред. $; получаегы: 
4х 


т 
слфд., угловой воэффищенть касательной будеть: 
Ро $ 08 ы 
ау 0$ ЕВЕ: ы 
Иов д а" 8) 
у ра 


Ра 
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| Означая чрежь ф уголь МТХ ивилонешя касательной къ ося абоциооь, 
мы ныфемт 


у=вв 
<ифд., изъ (2) получаенъ: 
вес, 
сад., 
$ : 
э+я=5 (3 


5 
т.е фи в дополвяють другь друга до прямого, Отсюда стЫлуеть, что 


еели проведемь даметрь С чрезь точку касаыя катящагося круга, 
когла центрь его вь С’, и точку @ соединамъ сь М, то получимъ касв- 


тельную; дёйствительно, уголь 
599-1009, 


стад. 
Амте-т— мт -ь 

по (3). Если теперь сосдинимь М сь ©, 1% получимь нормаль М0; дЪ- 
ствительно, ота прямая проходить чрезь 21 и перпендикулярны къ каса- 
тельной @МТ, какь не трудно видЬть. 

175. Подкавательную, поднормаль, длину нормали пе трудио вычие- 
лить: но мы ограничимся лишь послфдними двумя. Поднормаль 

Ра=зт-=уу: 1) 


@м=и-уутУй. (2) 
Подотавляя вмёсто у и у’ ихъ значешя изъ (6) 9 173 и (2) $ 114, 
найдемъ: 


длина нормали 


тат соо оощ — Защ сок а } 
что мы видёли уже геометрически въ 8 178 [(4)]. Далфе: 


и: Пу = Ито о 


ЭП 
вотавляя это во (2), равно какъ и зато у, получим; 


в=а(1— воз. 1 —9= зачшй. 
в 
Итакъ 


п= аи. {4) 
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Этотъ результать можно получить изъ прямоугольнаго Л-ка 9 Мб, въ 
которомъ тгипотенуза @б==2а, а утоль, противолежашй катету 9 М, 


веть =. 


76. Навдежь радусъ кривизны и дифферевщаль дуги циклоиды. 


Мы имфемъ: 
8 


2 бы 
== Яя у — дух ) 
Изь равевотвъ (1) $ 174 находимь: 
47| ду а[(1 — 0083.3 1093] 982 = (#1 — 2с083--005$ {- 073449 


ов ооо дон, 


аура. и 4.08, (®) 


или по (4) пред. $: . 
48—73. (3) 
Такихь образомъ дифференшаль луги найденъ. Теперь дифферен- 
пируемъ (1) $ 174: 
Фо= 4.51.9;  у=а.с03$.4$9; 
елфдоватольно: 
ака — ду — а 1 — в08$)в05$ — 5$. инь а 


=а[6059-—(603%$-{- 303.) = а ооз— 119$ — золзли 43°. 


т. е. окончательно: 
заза 
ахфу—дуфа= — возньйй д” 9 . (4) 


Вноея отеюда и изъ {3) въ (1), получимь: 
24$ _ 


т. в. ражуеъ вривизны ликяоиды вдвое болфе, чЪмъ длина нормали. 
Отеюда слфдуеть, что еели мы продолжимь прямую МО я отложимь 
длину О9М'-=ФМ, то получимь точку №, которая будетъ центромъ 
кривизны дивлоиды въ точкВ М. 

177. Найдемт эволюту циклонды. Мы имфли тая формулы: 


— ==. вов(и, 2); 

оуращвиа | м 
отсюда, такъ какъ р-=8и, 

Е— ж=2еов(я, 2); 

5 

усами} © 
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тдв (и, =). уюь между направлешемьъ нормали въ > сторону вогну- 
тоотн п о0ыю абощиоеь т, е. между нваравлещями мо и ох сл., 
это уголь №0Х, по величинь равный хром, но считаемый отъ 


оси ОХ внизъ в потому отрицательный; слВд., 2%, и вл6д., 


алой ди. Зв. 


ч—у= ий — ав з- — 2а(1 — с03$); 


отеюда, по внесенш вмьото х и у ихь значенй, получимъ оконча- 
тельно: 


= а(-Е в); 
= -—а(1 — 005$). } 8) 
Эти формулы ие трудно вывести и изъ формуль: 
ии”), 
„’ @ 


предоставляемъ это сдблать читателю самому, причемь обращаемь вии- 
маше на то, что теперь надобно приннть 


„__.@2у — вуа* 
уу уфа 


а" 


‘ибо теперь х ве пезавиениая перембнная, а функшя $. 

178. Посльдыи формулы [((3)] дяя координать & и у центра кри- 
визны очень схожи съ формулами, выражающими воордиваты самой 
ниЕкхоилы чрезъ уголь $. И дЬйотвительно, эволюта цивловды будеть 
ча-зже пивлоила, только иначе расположенная. 

Найдемъ шехиюлти и шине 1; для этого дифференцируемь его два 
раза; будемъ инфть: 


41 ваз: 

29-43% 
гу 

о. 


Наъ выражен первой пронаводной видно, ч® шахишит и питании 
лмфють ыфето, когда \-= т; изъ выражешя` второй вябдуеть, что тах!- 
лап будеть пря 2р, а пиишив— при #=2р--}; сдФд. первое 
аимата для д паступить п0сд полуоборота (когда у достигаеть сво- 
его шажшииии`а); но такъ кавъ (< 0, то его ишинию отвфчаеть шахипит“у 
численнаго его значеня; тогда именно 

= —@ (1-Е) ==р— 24. 
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Для этого значеыя $ будеть Е==а.5 (ибо шт ==0). Переневемъ пачало 
хоординать въ эту точку ин новый кординаты означимъ чрезъ и 11; 
буденъ имёты 


== —ап-=9($ — п-- 90$) 1) 
д =-На=-а(1-- 08$). } { 
Положимъ 
$—п=\) 
тогда будеть 
#—а(3’— в; } @ 
п=а(1— 005$). ^ 


Отсюда видно, что зволюта циклояды будеть та же самая циклоида, только 
спущенная внизъ на аметрь 2а и подвинутая вираво отъ начала на 
длину ат, отвёчающую нолуобороту круга, иричемъ части циклоиды АМК 
будегь отвфчать та часть второй никлоиды (эволюты), которая отвёчаеть 
отрицательнымь значеньтиь $” оть—т до 0. 


ГЛАВА ХУ. 


Приложеня днфференщального исчисленя въ геометрм трехъ изибренй. На- 
сательная прямая; дифференщгаль дуги нривой; нормальная плосность. 


119. Въ прямоугольной систем коордивать вривая въ прострапетаь 
трехь измбрешй выражается двумя уравнешями между треми коорлина- 
тами какой-либо точки ея, или тавого вида; 


у=9); 
„фо, } ® 
или, общифе, такями: 
Доу, в) =0; 
Реийо } ©) 


вЪ силу которыхъ дв координоты, напр. у и =, суть фуньши третьей —х. 
Найдемъ уравнешя касательной примой къ такой кривой въ какой либо 
ен точьь М(х,у,?). Мы опять будемъ разематривать касательную, какъ 
предьть оЪкущей, проходящей чрезъ точку М и другую М’ (2, у, 2), 
очень близкую къ ней. Уравнешя этой сВвущей, по формуламъ Апали- 
тачоской Геометруи, суть таже: 

Хз Уу 2—2 

Би ИУ из 
ТДВ Х, У, # координаты какой либо точки на обкущей. Такъ какъ. мы 
беремъ точку М’ очень близко кь М, то разности координать объихъ 
точекъ можно разсматривать какъ приращеня координать точки М, и 
НОлОЖЯТЬ 


ь (3) 


д—х=0А; уу=Ду и (4) 


_—- 


внося эм въ (8), будемь имьть 


Х—« Уфу _ 
А Ау. 9 
отсюда получижъ тая два уравнения: 
А 
(6) 


ДЕ 
(9, 


кеторыя будуть уравнемя проекий сбкущей на зоордянатныхь плоско- 
стяхь ХОУ и ХОХ. Коли теперь будемь Ал подводить къ нулю, то 
.‚ мА 

отнонювя м и ке въ предёть обратятся въ пронзведныя у’и 4’ во- 

орлинать ук 2 1о =, и мы получимь для предфльнаго положеня сВЕу- 

щей, т, е. для касательной, таыя два уравненя: 

У—у=у(ХЬ-— =} } т 

й—2=2(Х— =). @) 

180. Коли уравнешя кривой даны въ формВ (1), то уравнены каса- 
тельной будуть: 


У—у-==97@(Х—з); } @ 
2—2=4)(—2). 

Такъ, если дана винтовая лин, начерчениая нё прямомь круговомъ 

цилиндр радуса а, имёюшемь ОХ своей осью, то при высотВ хода 

винта ==}, вя уравнешя булуть | 


уаз; . 
ке @) 
= 7; 


{начало ея при 2==0, дежить ив ови у: тогда узга, 2==0) п по (1) 
хасательная къ ней предотавится такими уравнешями: 


(8) 


Координаты сябда касательной па плоскости УОЙ получимъ, положивъ 
здьсь Х=50; овначая ихъ чрезь У, и И», будемь имёть тогда: 


рае и, 


8) 


А =а ва т 
ре 
зозвышая въ квадрать оба равенства п овладывая, получинтъ: 


уда + ее 1 6) 
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помножая же первое изъ (4) на от, второе на ат и склады- 
зая, получим: 

Пре ааа: (6) 
но изъ (5) имвемъ: 


2 уЕЕна, 
а @ 
внося это въ (6), будемъ имфть: 
Ия з _ 
Ув Ее =" -- 2.в ит, +2 , {3) 


что представляеть развертыванщую (эвольвенту) круга основанн ци- 
индра, на которомъ начерчена винтовая лишя (ем. стр. 181). Итагъ 
слды вавательныхь къ виатовой линш иа плоскости УОХ образують 
развертывающую круга. Въ этомъ легко убёдиться и геометрически. 

181. Если уравневя кривой даны нь форм (2) $ 179, то падо сперва 
пайти У’ и 2” изъ т оть тВхъ уравненй, именно: 


и и; 
р о 
9 1 и, 


и подегавить въ (7) того-ше ви но лучше будеть при помощи {7) $ 179 
леключить у’ в 2’ изь (1) настоящаго 8; для этого стойтЪ только по- 
олёлыя уравнешя помножить на ХЬ— т; тогда, на основаши сейчаеъ 
упомянутыхь уравневй они легко принимаютьъ такой видь; 


п) 


НЯ в 9, п. 
9+, —9-6; | в 
г гг 97, | - 
„(Х—9) р (УЕ @-д=0. 
Такъ нанр. для кривой переефчеяйя шаровой поверхности: 
и о, {3) 
еъ новерхноотью эллипеоида: 
яр 
ааа 10. *) @ 
уравненя касательной ‘по (2) будуть таща: 
=Х—® ие) =0; 
= 2 5 
вия и-9=6 } в) 


*) Пересфчев1е возможно, когдя а > те, 
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о сложеши перваго изъ нихь съ (3), второго съ (4), они легко при- 
зелутоя къ такимь: 


У, 27 
т а. 


182. Означая чрезъ а, В, у углы касательной съ осями коорданетъ, 
по форнуламъ Аналитяческой Геометри будемъ ныть: 


= 7-21-50; 
} в 


п) 
Для винтовой лишён [уравнешя (2) $ 180] имбемь: 
„___ 218 мы „—25а 212. о 
Уяр, = р (2) 
«ла, будегь: 
ИтЕртеи-у 8). ы 


что есть величина постоянная; внося это въ (1), будемь имфть дли раз- 
вматриваемой винтовой лини: 


608 = 


2 
=; (4 


Нервая изъ этихъ формуль повазываеть, что касательная къ вичтовой 
дин дфлаеть поетоянвый уголь съ производящими цилиндра. 

Помножая въ (1) числителя и знаменателя правой части на 4х, мы 
легко получим: 


4. „= 
=} ау (5) 
тдЬ 
аут Е 2 ае-=у ай -- па (6) 


есть дифферешиаль дуги, вакъ то увндямъ въ $ 185. 

183. Нрежде всего, подобо тому, вакь то было нами одяано въ 
тлавЪ ХТ, мы докажемъ ту лемму, это эредюле отношеня дезконечно- 
‚малой дуг къ ея хорд есть ебиница такоке и въ толь слуналь, когда 
хривая не сеть плоеная (а ковая, какъ говорять иногда), Съ этою 


— 190 — 


пЪЕью мы сперва раземотримъ такую ломанную ляню АВСРЕЕб 
(черт. 33), кояфна которой, евли идти оть одного конца ея къ другому, 
отизоняются все въ одну сторону, & также и плоскости каждыхь двухЪ 
колфнъ отклоняются оть евоей 
предшествующей тоже все въ 
одиу сторону. Продолжамъ пер- 
вое колфно АВ и послёднее Иб 
до лиши ихъ кратчайшато раз- 
отояшя КГ, а затфиь чрезъ пер- 
вое колЪио АВ проведемъ пло- 
скооть параллелыю  повлднему 
ЕР@ и на эту плоскость будемь 
проектировать нангу ломавпую ли- 
йо: въ проевщи получится ломал 
ная имя АВОРЕ’Е’ 6’, такого 
же свойетва какъ и данная, о уже плоская, и которой крайшя стороны 
вотрёзаютен по одну еторону въ ней самой оть замыкающей 46“, ното- 
рая есть проеюыя замыкающей А@ данной ломанной линти; это всегда 
будетъ, если данная ломанная лиш будеть язходиться по одну сто- 
рону съ кратчайшимь разстояшемь крайнихь еторонъ отъ своей замы- 
кающей А4@, что мы также непремёнве предположимъ. Проведя чрезъ 
точки С,Р, Е лиши параллезьныя соотвфтегненно СЛУ, "Ан ЕР, мы 
получимь треугольники ВСС’ 610; РЕс; ЕЕ! изъ которыхь полу- 
чимъ такой рядъ неравенств: 


33. 


вс< во’ 6'6; 
ср са ар; @) 
ФЕ< Пе еЕ; 
ЕЕ< ЕВГ ЕЕ 
но по параллельноети будеть 
00=@0; Те=рЕ; ЕР-ЕТ (2) 


дашве, если проведемь чрезь С, В, Е плоскости параллельныя плоско- 
сти АЕб’ и занфтимь точки 0’.0,е’ икь перееченй съ ЕЛ. будеть 
СС-=Ке; 00=еб; Бе; {Ре (3) 
а нотому предыдулйя неравенегна (1), къ которымь мы присоединимь 
одно тождество в одно равенство, откосапёяен къ первому и нослфчнему 
колфиу ломанной лини, могуть быть такъ предегавлены: 
АВ= АВ; } 
во<ве’- ке; 


;| 
| 


(4) 
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складывая ихъ и обозначая ломанную ливню нослёдовательностью ея 
верщинъ, захлюченвыхь въ скобках, мы будемъ имфть, замфчая так- 
же, что 


Кез -рет-КЬ @) 
олфдующее неравейство: 
(АВСРЕРЯ)<(АВСРЕЕ6”)--ЕГ, (6) 


т. е. косая ломанная ливы меныше овоей проевщи на илоскоеть парал- 
лельную обоимъ крайнимь колвнамт -|- кратчайшее раветояве ихъ. Но 
по $ 147 имфомы: 

(АВОРЕЕ6)<АК КО’ (1) 
а потому тАмъ бозве будеть имфть мфото неравенство, получаемое оть 
подотановки въ (6) вуфего л№вой чвети пераленства (7) правой, т, ®. 
тЬмъ болфе будегь имть мфото неравенство: 

(АВОРЕЕВ)< АК -|- КЕ Г6 {8) 
{имвя вь виду, зто Кб’-=Г0); т. е доменная линёя меньше вунны 
крайниеь кольнь, продолоюенныхь до линь ить кратчайниаео разетоя- 
ная 4 длина этой лини иззь кратчатиае разетоянёя. 

184, Неравенство (8) будеть имёть мфото какъ бы ни было велико 
число коафиъ, лишь бы опи уклонялись все въ одну сторону, а также 
и плоскость важдыхь двухъ поелфховательныхь нолыть оть своей пред- 
тиеотвующей, в чтобы сама ломанная ливня съ лищей кратчайзиаго раз- 
етояны крайнихь колбль паходихась бы но одну сторону своей замыкаю- 
шей; слёд. ово будеть имбть мЪото и при белконечио-больигомгь чнезь 
этихъ колфнъ, прачемъ опи будуть уже безконечно-малыя, т. е. котда 
ломаннал лин обрататся въ кривую, лишь бы каеательная прямая отьло- 
иядась все въ одну сторону, равно какь и плоскость, параллельная 
каждымь двумь поелбловательнымь касательнымь оть ©00ей предиго- 
ствующей,—ип лишя кратчайшаго разетоящя крайкихь касательныхь иа- 
ходилаеь бы по одну сторону ©ъ кривою отно- 
еительно ея хорды; т.е. н въ этмъ случаб 
{черт. 34) будеть 

Ава ак+ КГ-- 6, (1} 
Съ другой егороны хорда 
да<—АВбв; (2) 
вл6д., соединин оба неравелетва, будемъ имбть: 

=Аб<-АВб<АК-- ЕЕ Гв. (3) 
До сихь порь луга могла быть и конечною; 
лусть теперь точка @ приближается по кривой кЪ точкЬ А; тогда и 
касательная @Т будеть, поворачиваяеь и свускачеь, приближаться 
къ касательной &К, причемъ будуть оближаться ло вовпадешя точки 
Гид ЕиК, Ки 4; равно какь и хорда А@ будеть стремиться 
въ нулю; вябдовательно веЪ, входяиуя въ неравенетво (3}, велячины 
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будуть безвонечио-малыя. При этомъь вов величины, за исключенемъ 

КГ, будуть одного порядка съ — АРб (см. $ 149), тогда какъ КЁ 

будеть высшаго, ибо изъ треугольника А6”@, въ которомь 66’—=ЕГ. 
энемъ 

КЕ=06’— Абв Аб”, (4) 

гдё Д@ Аб’ также безвовечно-малая величина, ибо обратится въ куль, 

когда точка © опустится въ плоскость АЕ“. Раздёляя вов части (3) 

на —Аб и имфи въ виду (4), нолучимъ: 

—Ав@а АК Ге 

< =яй < `=4яо 

но Аб’< АВ, вакъ ея проекщя; слбд. тьмъ боле: 

—ав@ _дА-Га 


Е яи(@А6”); (5) 


1—4 < де 1646); {6} 

но по 5 149 Й 

АК. & Е-- Кб’ 
пред. АНЯ при ЗЕЯ (1) 
пред. @Ав’= (8) 
. —АВ@ 

еяёд. и отношене Ав ТИ в ея хордь, заключаясь между 1 и 
величиною, стремищеюся хъ Ь будеть имёть предфломъ единицу, т. ©. 
—4в@ |. м 
пред! 3} 


итакь пребель отношеня безконечно-малой дузё къ ея хоре веть 
единица для неплоской привой, какъ и для плоской, 

185. На основани этого легко найти дифференшаль дуги кривой: 
на основаши перваго принцииа Лифференщальнаго исчислешя [$ 17] 
мы мощемъ взять хорду безкопечно-малой дуги вмфето самой дуги, когда 
будемъ искать производную дуги по координат х. Но во формуав Ана- 
титической Геометри для разетояния двухъ точекъ, хорда 


=ММ’=У@, ие {1} 
или по (4) $ 179: . 
=М М! = (2) 
отсюда 
=мм’ ду . 
5 -У +8, в 
и переходя къ предьлу: 
пред. =ми. =" {4} 


но, озвачая лугу кривой оть какой либо опредблениой точки до точки 
М чрезъ 8, будеть производная ея по 2 


, Да мм’ =им’ 
в’ — пред. ху». = пред. АЕ пред. —^. 


, {5} ° 
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на ооновани доказаннаго въ предыдущемь 5; потому ло (4} будемъ им®ть 
дая производной дуги 5 поз: 
в'-—=ИТ-НуЗ- 7%, {6) 
в слфловательно 
фе ИГРЕ -- уферауная, () 
9719 и требовалоеь вывести. Примфияя это къ винтовой лини, мы будемъ 
ныть по (3} $ 182: 


ви’ пНЕа мы. ® 


Предлагаемъ читателю найти дифференшаль дуги лини нересёченя сферы 
©Ъ эллинеондомъ, ихфющимь тоть же центръ. 

186. Плоскость, проходящая чрезъ точку М ‚периендивулярно въ 
хавательной, будеть имфть уравненемъ: 

(&—)-На-уу-Н- 06; а) 
дЬйствительно, эта илоскоеть проходить чрезъ №(5,у,=) и вЪеть своею 
нормалью прямую, которой углы съ оеями координагь имфють косинусы 
пропорщональные 1,2’, т.е. суть а,В,у [формулы (1) $ 183], Эта 
плоскость называется мормальною къ кривой въ точкВ М. Веикая пря- 
мая проведенная въ этой плоскосии чрезъ М, будеть нормалью этой 
кривой въ точкф №: сяфл., нормалей въ каждой точкВ кривой безчи- 
сленное множество. Напримвръ: для винтовой лини уравневе нормаль- 
ной плоскости по (2) $ 182 будегы 

а ( оо и Эт ие [< аз т" Рае о (2) 


или, упрошая: 


4. (3) 


«“ 


ВЕ 


в 
Аля кривой 5 181 уравнене нормальной илоскоети повлЪ вебхъ упро- 
пен приведется къ воду: 


на 


а в 


какъ видим», эта плоекость проходить чрезъ начало координать, вавЪ 
п должно быть пля веякой кривой, начерченной на сферЪ, ибо ралуеь 
оферы, проведензый въ разематриявемую точку крявой, будегь также 
нормалью этой кривой. 


ГЛАВА ХУГ. 
Йлесность нривизны; радусы привизны и кручения. 


187. Проведемъ чрезъ точку М на кривой прямую, параллельную 


касательной въ точкб М’, очень близкой кь ДГ, и проведемъ. чрезъ ка- 
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сательную къ кривой въ первой точ М и эту прямую нлоекоеть: по 
ымБрь приближены точки М’ къ М, эта плоскость будеть сгремиться въ 
ивкоторому извфетному положению; это вребьльное положеше плоскости, 
проведенной чрез касательную къ кривой прямую въ точкь М и пря- 
мую параллельную касательной къ кривой въ безконечно-близной точить 
М’, проведенную чрезъ первую точну, М, называетея плоскостью кри- 
визны данной кривой вы точкь М. Найдемъ ея уравнене. Уравнеше 
плоскости, проходящей чрезъ точку №(2,у), имфеть такой видъ: 
а(Х—=)-- ВОГ у) С(8 —2}—0, {1) 
тд Х, У, Е координахы какой либо точки плоскоети. Коэффиненты 
А, В, С, которыв пропорщональны, вакъ то извфогно изъ Апалитиче- 
вкой Геометри, косинусамъ угловъ нормали КЪ этой плоскости съ осями 
хоординатъ, опредваяются изъ того условя, что эта нормаль къ плозкости 
перпендикуляряе къ касательной въ точкВ М и къ прямой, проведенной 
чрезъ эту точку параллельно касательной въ точЕВ №; но косинувы 
угловъ первой касательной съ осями пропорщюнальны 4х, 9у, 42; отоюла. 
уелове: 
да. Вац-+- баз 0, (2) 
а косивусы второй прямой пропоршональны &-|- Ха», ду -|- Зау, 42 -- А4а; 
сяфловательно, упрощая на основав (2), будемъ имфть ещех 
Алах-- ВАау-- СА — 0; {3) 
но 
Да --в, *, Дау уе: а: ав 
ТДЬ Е.Е» — величины безконечно-халыя выше второго порядка; под- 
ставляя это въ (8) и имфя въ виду, что везичины низшаго порядка 
должны быть равиы нулю отдёльно онъ величинъ высшихъ поряхжовъ, 
мы получимъ уравнене: 


даа Ву ОвЬ 0. | 
Ивь (2) л (4) уревнешй находимь: 
А в с 
пуб анту — 42; ав аку Чуб 5) 


ЗВнося въ (1) выфето коэффицюнтовь А,В,С величины, имъ пропор- 
шональным, будемь имфхь: 

(диана (ана аха у) -(дету пу 2-0. (© 
Это и есть иекомое уравнене плоскости кривизвы. Еели взять 2 ва не- 
завасимую перемённую, го будеть 47-0, и уравнене (6) приметь по 
раздьлени на 4” такой видъ: 


(угу -а--0. (7) 


*) Мы ве предполагаенъ теперь, дяя общности, 2 везависиион пережпиой. 


Для винтовой лини 


(8) 
будеть, накъ лелво видьтгьы: 
{9 
Е 
Эт \* 
ъ}; 
==) | 09) 
3}: 
ел®довательно уравнеше ея плоскоети кривизны будегь по упрощенёи: 
я 
хану ии, в) 


куда оетается тольно подетавить вмфето у и я ихъ вначеня изъ (8), 
Предлагаемь найтн соприкасающуюен плоскость для лиш пересв- 
чемя сферы въ эллипеондомь или пилиндромъ. 
188. Эту плоскость можно ризематривать какъ предфльное положен!е 
плоскости, проведенной чрезъ три послфдовалельныя точки кривой: 


Меьл | 
Ме Ау Ау, -- 2) (1) 
Мале Ам, урду А, аребе-нав *). | 


Пь условию проходвть трезъ точку № уравиеше плоскоети должное быть 
иди: 

А(Х--=)-- ВУ -ф2-0; (2) 
координаты точекь № и М” должны ему удовлетворять; слд. должно 
быть 

Ада-- ВАу-- 04я—0, (3) 
А(ЗАа-- да -- Вау 6%) СОде--А) —0, 
или па оеноваши предыдущего: 
АА ВА СА 0; (4) 
разаВлия первое на ЛЁ соли # есть незавиенмая перемфнпая, чрезъ 
которую выражены 2,у.2, второе па М и переходя нь предёлу, полу- 


*) Координалы постВдаей выводятся изь коордивать предшествующей, иере- 
мвняя 2 вп =-- Да, у ва, УЛ, 2 нь 2+ Аа; тогдь будеть #- Де--А(-НДя) = 
==--2 2-2», тдВ Де воставаено выфото Дт. 

18 
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чимъ для момента, когда веб три точки совпадуть съ первой М, тая 
два уравненя: 


в о. _ (5) 
ы 
Рая + бах —0 >) ®) 


Уравнеше же (5) и (6} по умножени перваго па @& второго ва @®, 
обратятся въ уравнены (2) и (4) пред. $, и олдовательно для л, В, С 
получимъ опять отношеня (5).— Всякая плоскость, проведенная чрезъ 
касательную, можеть быть разсматриваема какъ предёльное положенте 
нфкоторой плоскости, проведенной чрезь точки Ги М’, и стБловательно, 
можно сназать, имфеть лвБ обиыя точки ©ъ кривою; плоскость же кри- 
визны (предотавляемая уравпещемъ (6) пред. $) иметь три точки обиця 
съ кривой, слёд. предотавляеть большее сближеще съ кривой, а потому 
называется также соприкавающеюся плоскостью. Такъ какъ тремя точ- 
ками плоскость вполиф опрелфхяется, то въ каждой точкь данной кривой 
можно ностроить эту плоскость; плоскоеть же, имбющую боле теное 
оближене съ кривой, вообще нельзя провести, исключая, можеть быть 
иногда, нёкоторыя особенныя ‘точки кривой. 


*) Чта 
А _ а 
пра, ® 
это ташь докажотся Изь опрехфлейя производной нернаго порядка, вытокаеть: 
деве 
АР Т® {в 


гХБ ‹ бозконезно-малья при безнонечио-налоиь ДЕ давая въ (2) приридеше 
А перемённой фи дъля ва это приращеве, буден, пзфть 


а 


РА 
АЛЕ _ дз де. 


5 АЯРТАЕ АЕ! (9) 


но по формудв (8) 


Е 
0 хх изр оЬ безконочно-казый воличивы (ом. $ 58); а потому будеть: 


ев 
дев” ® 


пред. 
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189. Означая чрезь Аллу углы периендикуляра къ этой плоскости 
&Ъ осями. координать, будемъ, въ виду пропорщюнальности ихъ коеину- 
совъ коэффищентакь 4, В, С, изъ (5) $ 187 имёть: 

воз. созр 205 
ду — деазу ^ аза5 — рава оу — дуь 
= ИЕ ОНИ 
У ву — ау (ага — ата) (ага — ву) 
(по навфетному свойству пропоршй). 

190. Нормаль въ кривой, лежащая въ соприкасающейся плоскости, 
называется главною нормалью; прямал, проведенная. чрезь точку М 
кривой перпендикулярно къ этой плоскостя, называетея бинорналью 
(прежде он называлиеь соотвфтетвенно первою и второю главными нор- 
малями). Послёдняя дьлаеть еъ осями координать углы Х, и, у, коеинусы 
которыхь опрелфляются по Фформуламь (Г) пред, $: ниже, (3 193) полу- 
чимь выражешя ковинувовь угловъ &%,С, которые дёлаеть славная нор- 
маль съ осями координатъ, 

191. Подъ угломъ между двуми не вотрёчающимися прямыми въ 
проегранствВ трехъ измфренй разумфють уголь между имъ соотьЪт- 
«лвенио параллельными прямыми, проведопными чрезъ одну точку. 
Уголь смежности кривой въ нространотвЬ трехь измфренй будеть 
«лЬдовательно острый уголь хО’ между 
прямыми Ом к Ои’ проведенными 
чрезъ начало координять нираляельно 
кавательнымь Л и М въ ковцахь 
безконечяо-малой дуги МБ’, Этоть 
уготь будеть измЬриться дугою ми’ 
большаго круга сферы, описанной изъ 
начьла координать радусомъ = | длины, 
ьпрозеденниго ярезъ точки | и |’ вегрЁ- 
ян прямыхь Ол и Ош’ со еферою. Есла 
мы такое построене одфлаемь для вобхъ 
точевь дуги АМ нашей кривой, т. е. 
будемь проводить чрезъ начало коор- 
дипать прямыя, параллельный паправ- 
лешямъ касательныхь къ кривой АМ въ сторону увеличеня дуги я 
отмфчать кавлый разъ па сфер точку, въ которой тавая прямая встрЪ- 
чаеть сферу, то будемъь имть сферичесвую кривую ол, называемую 
еферическою ухазательницею данной кривой. Сферичееная указатель- 
ца данной кривой есть слёловательно гво.нетрическое итето тючекь 
ветрьчиь прямыхь, проведенныеь чрезь начало координать парал- 
дельно касительнымь данной кривой, направленным въ сторону увели- 


1) 


85. 
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ченёя дуги, во сферой раббуса равнаго единициь длины, опиванною изъ 
начала координать. Дугу сих сферической указательницы отъ точки & 
отвёчающей началу А дуги з=АМ до точви |, отьфчающей ея вонцу 
М, мы будемъ обозначать чрезъ ©, такъ что 
б==а^. (1) 
192. Дуга сферической указательницы м’ и дуга болынаго круга 
щи’ отличаютсн безконечно-мало одна оть друтой, когда хочки и 
безвонечно близки *), а потому при отыекани предфла отнощешя угла 
смежности къ длин элемента дуги, каковое есть мера кривианы кривой 
6% данной точкь (какъ мы видбжи въ теор плоскихь кривыхъ), можно 
выфсто дуги большаго круга ди’ взать дугу веферической указательшицы 


щие 9: [6 
влбдовательно мёра кривизны нашей кривой въ точкЬ М будеть 
г. 46 _ 45 р 
прах, ууу —= Ирел. = Ду (2) 


Называя чрезь р раббусь кривизны, сёл, радбись круга, шильющазо ту оке 
кривизну, как кривая въ разслютриваемой точны М, п низя въ виду, 


1 
что мфра кривизны круга еоть 5’ мы будемъ иыфть равенство: 


8) 


откуда опредёлится р, когда будеть найденъ 4с. Но 46 можеть быть 
найлеяъ по формул для дифференщала дуга: 

= вяератрая, в 
когда мы выфото 2,/,2 подставимь координаты точки  увазательналы 
вх нащей кривой АМ; координаты же точки | суть 

05а, 0058, 6051, (5) 
если а,З,.у означають углы касательной (а елёл, и радтуса Ор сферы) 
въ осями коордипатъ, (ибо суть проекщи ралёуса==1 на эти оси). Слё- 
довательно 


н 46 —У (@созз)" (Ч) (сов. {6) 
о 
42 ау 
би сои: {") 
какъ мы видфли въ $ 182 [формулы (5)]; слбдовательно 
4х — ата вазу — уаз аеазе — 25 
о, р Я, дну и; ®) 


отеюдя, беря сумму квадратовъ и замфчая, что изъ (4) по возвышения 
его въ квадрать и дифференцированш слдуеть: 
аз; — дла -- Чуу-| аз», (9) 


*) Ибо 06% отличаются безкопечно мало оть ихъ общей хорды ва’. 
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мы посаф легкихь упрощенй найдемъ 
ды ИЕ, о 


Вносз это въ (3), получимъ оттуля такое выражеше ращуса кривизны 
чрезь дифференщалы координать точекъ данной кривой: 
а 


и) 


Иена) 
Можно получить и другое выращене р отсюда, Помножая числителя 
и знаменателя на @з и въ знаменатель подводя 49 подь ворень будемъ 
инфть подъ звакомъ радикала по (4} и (9) такое выраженю: 
ааа у- ао — боб да-да — ра) 
= бу: Че (азиг два) -(ахачу дуба ы 
вабдовательво будегь 


(13) 


3 

7? 7-Я азава ава ши дуба 
193. Съ помощию этого выражешя радусе кривизны изъ формуль 

(1) $ 189 для косинусовъ угловъ А, у бинормали съ осями коордипатъ 
получаютея тамя формулы: 


[о 


4 } 

Косинуеы утловъ главной нормали легко получатся на основами 
того соображеня, что она параллельна и въ одну сторону направаена 
съ касательною въ сферической указательниць въ точ ея , отвфчаю- 
щей точкБ М данной кривой, Въ самомъ дЬлф: главная вормааль ле- 
жить въ плоскоети кривизны и перпендикулярна къ касательной; пдо- 
окостй же кривизны параллельна плоскость, проведенная чрезъ Ом и 
васательную къ сферической указательнии нъ 7098$ м, ибо эта ло- 
слёдняя плоскость есть прелфльное положеше плосковти, проведениой 
чрезъь прямыя Ол и Ош’, изъ которыхл, перзая параллельна заеательной 
зЪ точкВ М, а вторая прямой, проведенной чрезь М лараллельно каса- 
тельной въ точкь № безконечно близкой къ №; слфловательно каеа- 
тельная къ указательнинь въ точкф |^ лежит, во-первыхъ, въ изюености, 
параллельной плоскоети кривизны; во-вторыхъ, перпендакулярна — кавъ 
вавательная къ сферической кривой—къ ращусу Ош сферы, параллель 
ному касательной № а потому параллельна главной вормали; направ- 
лен касательной кь указательниць оть м кь м’ (въ сторову увели- 
чены дуги с) отвфчаеть ипзправленю нормали, идущему въ сторону, 
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куда заворачиваеть касательная, въ сторону вогнутости кривой (яди ея 
проекщи на плоскость кривизны}. И тавъ, означан чрезь 5,1, С углы 
тлавной иормали вЪ точЕБ М данной кривой, а влбд, и каслтельной кт 
еферической указательниив въ точьБ ея у, мы будемъ выть: 

@сова 4608. 


= — 
"7 4 
40 40:8 
вовд= т ео, (2) 
4е05` 
о ЧТ | 


[по (3) пред. 8], или вотавляя выфото 4еова, 40088, 4008; ихь выраже- 
зя изъ (8) $ 192: 

дза5— 45485 

98 ` 


со 


43) 


Эти ковивусы относятся, повторяемт, кь тому направленно главной нор- 
мали, которое идеть въ ту сторону, куда поворачивается касательная. 
прямая въ соприкаеяющейсн плоскости къ проевши кривой на эту 
плоскость, когда оть точки М иереходимь ыъ М’. Отложивъ на этомъ 
направлеши оть точки М длият р, получимь центръ врививны лан- 
ной кривой въ точёВ М. Кругъ, опиезиный изъ него въ сонрикасаю- 
щейся плоскости раусомъ р, называется кругомъ нривизны. Прямая, 
проведеяная чрезь центръ круга кривизны перпендикулярно къ сопря- 
касающейся плоскости, называется осью нруга нривизны. Она параллельна, 
бинормаля. 

194. При переход оть точви № кь М’ соприкасвющаяся плоскоеть 
будеть мЫнять свое положеще непрерывнымъ образомь, поворачиваясь 
около касвтельной въ М’ (или М) па безконечно-маный уголь. ДВй- 
отвихелько, положеше плоскости опрелбляется тремя тозхами; ‹опри- 
касающаяен плоскость проходить чрезь три безвонечно-близыя точки 
М, И’, М”; четвертая точка М” уже че будеть лежать въ одиой плос- 
вооти съ первыми тремя; но дв посаъдшя изъ нихъ, т, е. № и №” 
выфотЬ съ М опредфаять новую плоскость которая будеть сопри- 
касающеюся для точки №’ и вообще будеть отклоняться оть нея па 
безконечно-малый двугранный уголь, ребромь котораго, очевидно, бу- 
деть хорда ММ”, какъ общая обфимъ соприкасающимея плоекоетямъ. 
"Тавъ какь 1’ безьонечно близко къ М, то М’М” мало уклоняется 
отъ касательной въ М хь кривой, откуда и саблуегь сказанное. Нез- 
конечно-малый двугранный уголь, ка который поворачизаетои сопри- 
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касающаяся плоскость, когда отъ точки М переходимъ къ №’, называется 
угломь кручемя; предёль отношевя его къ длин безконечио-малой 
дуга ММ’ воть М8ра кручещя и называется закручиванемь кривой 
(ботэоп) (прежде называли второю хрывизной); ея обратная величина 
называется радйусомь хкрученя или закручивиия (прежде радиусом 
второй кривизны). Найдемъ выражеше этихь величинъ чрезъ, дифферен- 
Шалы координать точки на кривой. 

195. Проведемъ чрезь начало координать прямую 0т (черт. 35 
стр. 197) парамлельно бинормали №; точка встрёчи ея т съ поверхности 
сферы радуса==1, оь пептромъ въ начаяь координать, прин перем®- 
щения ея по кривой будеть чертать на сферь кривую апии’, которую 
можно назвать второю указательницею. При переход М въ М’ точка 
т нь еферЪ перейдеть въ и’, и дуга жи’ бельшаго круга, ироведеннаго 
чрезъ эти двЪф точки, будеть служить ифрою угла отелонешя бинормали 
при переходь точки № въ №, т. е, угла закручивашя *). По безковеч- 
ной малостя его, можно, выфето дуги т’ бользтаго круга, взять дугу 
эти’ сферической указательницы: означивъ лугу второй сферической ува- 
зательницы оть точен &, отвфчающей точкЪ 4 данной кривой, до точки. 
М черезъ т, будомь имЁть 


Мьрою закручиваюн въ точьВ М кривой называють, какъ выше сказано, 
предёть отношения 

Ат. 

ЯБ: 
обратная величини его называется рабёусоль крученя и обозначается 
чрезъ ^, такъ что ел8д. 


(1) 


Остается вайти 45; но это дифферепшаль дуги второй сферической ува- 
зательницы данной кривой въ точнф 2; координаты этой точки какъ 
проекши на овихъ кооривать радруса=1 длины, яблающаго съ осями 
координать углы ^, ‚у, будуть: 

605%, сом, 608%; 
елВловательно по формулЬ дия дифференшала дуги будеть 


ато ору, е 
дифференцируя выражешя с05^, озу, с05%, слбдующа изъ пропорпя 
{1} $ 189 и вотавляя сюда, мы в найдемь выражене 41 чрезъ диф- 


ференщалы коордикать точки М кривой. Но этоть опособъ вывода 


*) Ибо бипормаль перпендикузярва къ соирикасающейся плоекооти. 
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формулы требуеть большихь вычислен!й; мы придемъ скорфе къ цёли 
слблующимь образомъ, Мы имфемъ: 

052 | в03 6038 — 1; (3) 
дале, замБняя во (2) и (4) 8 187 4, ВБ, 0 имъ пропоршонадьными вели- 
чинами: 05, созл, озу, будемъ иыбть еще таял два уравпешя: 


@лсовА-|- Чусози-{- Ч2008У=0, (4) 
@жеовА - Зубов ас0зу—=0, (5) 
Дифферевцируя эти три уравненя, получамъ: 
608). оз -|- созр.еовы. -- созу.Ясову == 0, (6) 
@ойоокА | будеови, | Чадвову=0, *) (2) 


9х. оз) Фу, Чсови-{ я Феову-= — (@2т.со8А-|-увови | 4е-вову). (8) 
Изъ {6} и (7) находимъ: 
дес, Чи _ _ ву 
с05рй8 — созуу  возуйт — вова 0БАЧуеовийя (8) 
У@соз я -- (воз) (@005у} ат. 

У (сова — совубу | (созу4х — совр аа) (<озАу — совр) @8 
ДЬйствительно, выражене, стоящее подъ радикаломъ въ знаменатель — 43*, 
ибо [придавая и отнимая 427608° | Фу?еозл-|- 4270033] оно 

== (051% -|- соз-|- 6033) ( 2? -- ЧУ 42?) — (@хеовХ.-|- Фусови +- @26039)", 
& злЪеь второй чдень равень пулю по (4), первый множитель нерваго 
члена равенъ но (3) единий®, а второй множитель равень 45%. Ичфн въ 
виду еще {1), мы изъ (9) будемь имёть: 


1 
ЧсовА == т (совы. 42 — с08у,у); 
доз евр 005). ао 


дов == ео. ду боб. | 


помпожая эти равенства по порядку на т, у, 9 п окхадывая, Мы 
получимь: 
4. доз | у.деозл-|- @35.4ео5у— 


— Повара дед) 4-позу(азйть — Чиа) вату ду, [09 


Внося вубето яфвой части этого равенетва правую въ равенетво (8) и 
замбняя затвмъ <05), воз, 603У величинами имь пропоршональиыми по 
{1) $ 189, мы получимь: 


Нара дна 2-е — Фразу — Чуазьи] =ь 
=— Ка — даазууах-(агфх-— дала) --(азату — дура), 


>) Остальные члены состеваяють цервую часть (5), а потому дають въ 
сумы 0. 
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откуда буденъ амбть для радуса кручешя тавую формулу: 
(уда — дз )*--(ааазх —азазз)9- (деф — дуаздя 
(дудо —Че Р-Н —даан) у аз, — дах 
Примры: примёнить эти формулы: 1) кь винтовой лини, 2) къ 
линшм переебчевя эллипсоидя съ концентрической еферой [ем. (3) м (4) 
$ 181]; 3) въ лиши пересбченя сферы 21-|-у3--2°==а1 съ цилиндромъ 
ае—а-у?==0. 


. (12) 


ТЛАВА ХУП. 
© понерхностяхъ. 


196. Переходимь теперь къ разсмотрфнио кривыхь поверхностей. 
Чрезь точку М на поверхности можно провести безчисленное множе- 
ство кривыхь линЁЙ; касвлельныя ко вобмъ этимъ кривымъ нь точек 
М веБ будуть лежать въ одной плоскости, которая называется хаса- 
зтельною плоскостью; исключеше можеть быть только для нвиоторыхъ 
овобенныхь точекъ кривой поверхности, нак, иаир, для вершины конуса. 
Оставляя въ сторонф эти особенныя точки, наше предложене доказать 
не трудно, и виЪстф е©ъ тЬмъ мы получамь и уравнеме кавательной 
плоекости. ЛЬйотвительно, пусть 

Жену 0 (1) 
есть уравнее данной поверхиости; если возьмемъ на ней толку М и 
проведемъ чрелъ эту точку какую нибудь другую поверхность, которой 
уравнене пусть будеть: 

(ау, в) 0, (2) 
то касательная въ М кь линш переебченя этихъ поверхноетей (1) и 
(2) предотавится по $ 181 такою сиотемою уравнен: 


ВЕ вк 9Р, 

дЕ ЯН, (Р-Я, —9-6 (8) 
эФ ‚ ЭФ 9Ф _ 

а Эа 3:96 4) 


изъ которыхь вашщое предотарляеть плоскость, будучи первой стелени 
относительно Х, У, & Вели вмфето поверхности (2) проведемь чрезъ ЛГ 
поверхность 


$ (2,у,1) 6, (5} 
то кавательная къ ливши нересфченут поверхностей (1) я (5} предоха- 
вится сиетемою уравненй (3) п слфдующаго: 

аи © 
ит д Тавимъ образомъь касательныя ко всякой кривой, проходящей 
по поверхности чрезь 2/ будуть нрямыя, по которымъ плоскость (3) 
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переефкается еще съ кахой нибудь плоскостью, какъ (4), (6) ит. д; 
отеюда и слёдуеть, что вов онф будуть лежать въ нлоскосси (3), кото- 
рая тавимъ. обравомь и будеть касатезьною плоскоетью къ дапной по- 
верхноски (1) въ точ М. Итавь (3} ееть уравненме касательной 
влоекоети въ поверхноети (1). Тавкимъ образомъ касательная плоскоеть, 
вь элаикоонду: 


дя 
ий ® 
будеть хи , 2 
=Х-— (7—9 #(8—2) _ 
а ТМ а 0 ® 
или х 
74 
а. (9) 
Если уравнен!е поверхноети дано въ такомь вихё 
2=Фа,у), (10) 


то производныя оть Ф{л,у} или #2 но 2 и у обозначають чрезъ ри 4. 
Накисавь уравчене въ таком видь: 


2 Фе 0, 09) 
мы получимъ дия уравнешя касательцой плоскости слдующее: 
—РХ—2) фу) —1=0. (0) 


197. Прямая, перпендикухлярная къ касательной плоскости, прове- 
денная чрезъ точку касаны, налывается нормалью нь поверхности. Коси- 
нубы угловъ ея съ осями коордикать по Аналигической Геометыи про- 
порщональны козффишентамь при Х-—2, У—у, — вь уравнения каса- 
тельной плоскости [(3) пред, 8]; означая ихь чрезъ В, я, будемь имфть: 

605 _ в05% — с08й 1 
9“ Е И ЭР а ОР 
= м * (ыы) +) 
:45 -- отновитея къ внфшиней нормали, [направленной въ сторону уве“ 
личеня Р(т,у,2)], а — ко внутренней, [направленной обратно], ебли 
поверхность сомкнутая и уравнене ея приведено къ лакому виду, что 
` Рау, 2)< 0, когда точка (2/у,2) лежитъ внутри поверхности, — что дока- 
жется такъ же, вакъ въ 5 137. Уравненя нормали будуть: 
р Е 
Е чит. е 
ВЕ эк 
# № № 
Аля уравыен поверхности вида (10} пред. $ эти формулы и уравнешя 
примуть воотвёгегвенно такой видъ: 
0087 __ возиь _ созй _ ЕВ 


(3) 
я 


{4} 
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Предлагаемъ для упражненя примёнить эти формулы къ поверх- 
ностямъ второго порядка. 
198, ИзелЬдуемъ теперь кривизну лини пересёчешя поверхности 
Р(елу, 2) =0 (1) 
какою либо плоекоетью, проходящею чрезъ ту изъ касательныхь къ но- 
верхности въ тозкё М прямыхъ, которая дфлаеть съ осями коордикатъ 
углы а, В, \. Тогда имфемъ: 
— 6608 06058 -|-вову=0, (2) 
ибо касательная перпендикулярна въ нормали поверхности въ той же 
точя$. Лифферениируя и дьяя на 45, пин въ виду, что 


ах ау 
два: дз 008В; {3) 
мы волучимъ 1061 зегкихъ преобразован: 
9605 @ео5в | @соз 
2с08?а-|-2800340088-|-1608%8 7-4 р. Ш м } 4 
ЗдЬсь 
_№, ‚м 
а буи (5) 


пормали лини пересвченя, имфемъ: . 

4х 1; 408 _1 . 40 1 

в“ — во; 4 РА & — 608; (6) 
ром того изъ (3) пред, $ имбемъ: 


97008; 
Развозии | (7) 


р 
виоея изъ (6) и (7) въ (4), получаем: 


ие 
бет Ут п : +4 {6034609Ё-{-00816091;-|-вовтсов(); (8} 


созйоозЕ | созсозу- возове 00$, ® 


тдь $ уголь между нормалью въ поверхности п первою главною нор- 
малью лан сфченя или, что тоже, утолъь между пормалью поверхно- 
сти я сЁЪкущею плоскоетью. Внося изъ (9) въ (8), оттуда въ (4), мы по- 


лучимь легко такую формулу: 
20396098 20878 аб) 


6059. __ убоз*а -| 
2 Ир 

которая и даеть ражусъ кривизны линйг ебчен!я поверхности плоскостью. 
прокодящею чрезь касилельную (а, В,`), подъ угломь $ къ нормали 
поверхности (дВлающей съ осами углы 6 т, я, опредбянемые формулами 
(8) пред, 5. 
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199. Правая часть уравнены (10) пред. $ не зависить оть угла $ 
наклонены плоскости въ выфшией нормали, а потому сохранится и для 
$=0, т. е для пормальнаго сфченя; но тогда р обратится въ р» — 
радусь вривизны нормальнаго офченя, и формуха (10) обратитои въ 


чакую: 
1 иоова | Эзвово оозВ 600848 , 1) 
Ра ИНЕы--я 
На основани этого (10) обратится въ такое: 
6083 1 о 
ом’ м 
откуда 
р == рыв08$. (3) 


Это равенскво выражаоть теорему Менье; ращусь кривизны кривой 
ваклонивго офчешя данной поверхности воть проекщя радуса кривизны 
вормальнаго сбчешя ея на наклонную оБкущую илоскоеть проведенную 
чрезъ ту-же насательную кь новерхности прямую. 

Отеюда олфлуеть, что если мы ностроямъ сферу ращуса с» васа- 
тельную кь поверхности въ точкВ М, то нереефченя этой сферы съ 
различными сБкущнми плоскостями, проведенными чрезъ касательную 
2 В, у, будуть кругами кривизлы соотьётегвенныхь ефченй поверхноеги. 

200. Рормула (1) пред. & получаеть бояфе простой вихъ, если взять 
касатедьную плоскость къ данной поверхности въ разематриваемой точеВ 
М за координатную илоскоеть ХОУ; тогда будеть: 

р=0, 9—0, (1) 
какъ 10 слблуеть изъ формутъ (8} $ 197, ибо углы Ри % теперь будуть. 
прямые, в формула (1) пред. $ обращается въ такую: 


ыы == 7воззи -|- 250032:0058 -|- #088; (2) 
тд хи В связаны уравнешемъ 
сова 0068 == 1 8) 


#60 сову==0, такь кавъ прымая (а, В, 1) 1 
скости, теперь плоскости ХОУ; слёловательн 

088 — эти, (4 
ни основами чего (2) иринямаеть тахой зидъ: 


жить въ касательной пло- 


т . . 
= тбозва --звовязтя ша; (5) 
ры 
это же при помощи извфетныхь формуть тригонометрии: 
- 1— с052а 1-Н за . . 
РоЗее 5 ; соза=- С -; Рыпавова = та, (6) 


приводится къ такому 


() 
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Полагая теперь 


(8) 
будемъ имбгьы 
в (9) 
фа 
>) 902% — 0}. (10) 


Зльоь только второй члень зависить оть х, а потому шахииил и 
зайти бужеть имбть мфото дия тёхъ значенй х, для которыхъ 
соз(2и— и.) 1, (11) 
т. ©. дая 
т р 
=5 +5 , (12) 


гдВ х иёлое число, положительное или отрицательное, Это даеть четыре 

различныхь направдемя въ касательной плоскости, которыя по два про- 

тивоположны. Слёловатеньно для каждой точки Л/ найдутся два направ- 
: Е: % т 

лешя въ касательной плоскости >” и > -Н:, 61, взаиинопернен- 


динулярныя, переббная по которым» поверхность, получимь въ обчени 
кривую еъ нанболыпей пли наименьшей кривизною. Ихь называютъ 
главныии стченфямн. Нели заразъ 


8—0, г (13) 
то 
0 
к [о 
слфловательно направленя главвыхь офчешй иеопредёленныя и тогда 
Го - 
= (15) 


: 2 
т. в рамусь кривизны для воёхъ иормальныхь ефчешй оданъ и тотъ- 


же. Тащя точки называются точками сферической кривизны или точ- 


ками закрузленя (оне). Ихь вообще конечное чиело, ибо коорди- 
наты ихъ должны удовлетворять тремъ уравненамъ: уравнешю поверх- 
ности и двумь уразнешямъ (13); но иногда можеть случиться, что одно 
изъ этихъ уравнешй будеть слёдегьемь оетальныхь двухЪ: тогда ТочЕН 
закруглешя будуть образовать лин, которая можеть распасться и на 
НБокольво отфльныхь лин. 

201. Формула (2} ибед. $ значительно упростится, ебли мы за оси 
ОХ и ОУ возьмемь касительныя вЪ зишямъ главныхь сВчен!й: тогда 
будеть 4,==0, и сть. по (9} пред. $ и 9, и формула {2} того же 8 
обратится въ такую: 


Я зетоовйя вии, [о 
> 
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т . 
Полагая а=0 и х-=>, получимь кривизны главныхь сфченй: 


.2 
{2) 
ъяося эти величины въ (1), получемъ формулу Эйлера: 
1_1 1. 
— == воза | виа: {8) 
АВ, 


она звыражаеть зависимость кривизвы плоскаго пормальнаго сфчешя 
поверхности оть его направленя, тогда какъ теорема Менье выражала 
зависимость кривизны плосваго сфчешя оть его навлоненя. Если въ 
(3) перемёнить @ на 2—0 10 вторая чаеть егб иё измфнитея; отеюда, 
завлючаемъ, что сфченя, симметричныя относительно котораго пибудь изъ 
главныхь, имБють одинаковую кривизну. Перембняя въ той же формузЪ, 


х 
& на @-- 5, получимы 


Ем (3) 

склалыван это равенство съ (3), получим: 
1 1 1 1 „ 
и Ти’ <) 


т. е сумыа кривизнъ каждыхъ двухъ взалино-перпендикулярныхь сфче- 
в воть величина постоянная. 

202. Если приняме касательной плоскости въ равематриваемой 
точЕВ за плооколь ХОТ аегко привело кь выволу теоремы Эйлера, вы- 
ранающей законъь измёненя кривизны нормальнаго очен поверх- 
ноети при попорачизани сфкушей плоекости вокругь пормалп въ ио- 
зерхности, то нельзя оказать чтобы такое измфнене координатной 
сиетемы было удобнымь дхя изолвлонашя кризизны каждой заданной 
уравнешемь поверхноети; напротивь, въ этихь елучанхь удобифе. дер- 
жалься той снотены коордянать, относптельно которой уравнеше поверх- 
ности имфеть проетёйций видь Поэтому мы еще разь вернемся къ 
этому вопросу и изслФфлувмъ его, оетавдяя прежнюю снотему коорди- 
нать безь изибнемя, Такъ вавЪ р н 4 зависять лишь оть воординать 
точки М, а не оть <,8,1, то въ формуль (1) $ 199 налбольтее и 
наименьшее пальм зависить огь числителя формулы и вопроеъ 

2» 
приводится такимъ образомъ къ изслёдованио фахива и инайаа выра- 
жена 
. и тоозза | всозаеозВ —- 109'В 0) 
пря увловяхь, что . 
—- реона — 4605 -|- 608 ==0; {2} 
603*& -|{- 60578 -- 605%; —1=0. (3} 
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Съ помощую (2), (3} приводится къ ольдующему: 

 И-- 2) воза -{- расоваеозВ--{1--4*)с03В.-1=0; (4) 
елфдовательно воцросъ сводится кь такому; найти тоахыиииа и шт - 
шит функши %# оть перемнныхь воза и ©05В, свизанныхь уравнешемь 
(4). Цо методу Лагранжа {$ 128] дли этого нужно найти шахреит п 
шииию фувеши перемфиныхь независимыхь 003% я 0038, опредфляе- 
ной равенствомъ: 

(сова, созВ) == тсоз?а-[- Эвоовасов 8 -- #00518 | р 

ра ороаыв | Рив; 6) 
сафловательно пайти значеня 003 д 038 и А, удовлетворяющя ураз- 
нешямь 


р 
р ых == воза —- я088-|- АГ -- 2) совх -|- 290038] =0; в 
ы зоова-|- 058 | Грасова (1-Е а)аов 8 ==0, 


и уравненю (4). Помпожая первое иа 05а, второе на 038. и складывая, 
ло (1) и (4) полузимь: 


и ==0, @ 
слВдовательно " р 
Л=—% (8) 
или, имя вь виду (1) $ 199: 
Е 9% 
= АЯ ; ® 


такимь образомь знане ^ приведеть изоь къ величииЪ самого о». 
Уравнеше для опредасня Х получится чрезь иевлючеше с05х и 
6058 изъ (6). бъ этою цфлью предетавимь эти уравнешя такъ: 
Р-НА) Юва (5 Ара)вовв =0; } 0) 
(&-РАроеова | ГЕ-ЫЖ(Е-- 96058 =; 
иоключая совм и 098, получимь уравневе, когорое по раонозожещи но 
етепенямъ  примегь такой видъ: 
АЧениа-Ни а — рат) 0; (11) 
найдя отсюда Х, изъ (9) найдемь и о»: но легко молучить и уравяене 
для самаго р», исключаи А изъ уравненйй (9) и (11); мы будемь имфть 
тогда для 3» такое уравненй: 
(и рыя [НФ -- РАННИЙ ЕР р-р) =0. (12) 
203. Что каслется ло значешй я.В,у, опредфляющихь направлешя 
офченй, отвфчаютцихь наиболылему и наименьшему р», главчыхь сфче- 
ый, какь мы пхт, выше назвали, то, иеключая ^ изъ (6) пред. $, зы 


будемь инфть дли опрелфлешя отвошеня Е такое уравнене: 
[729 —8(1-52°)}е03?а, Наоми | @) 
ННВ-Н®) — фаройв-0; 


Куреь диффер. и матер. исчвсл. 
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найдя его и подетавивъ найленныя значеня (которыхь будегь два,) въ 
(4) того же 8, мы найдемъ значеня сои [всего (4)]; по нему, зная 


. 603 : 
отномеше „г и соотлошене (2), найдемь созВ и 065. 


Получитея всего четыре р®шеня, но по два будуть относитьея къ 
прямо-противоположнымь направленисхь, ибо`еелн перемфнимь зваки 
05% и 0098 на противные, то уравнеше (1) не нарушится; но по (2) 
пред. $ тогда и ©05/ перемБнить знань. Такимъ образомъ въ касатель- 
ной плоскости можно провести только да прямыя, проводя чрезъ кото- 
рыя нормальную плоскость и получимь тлавным ебчеяй, дли одного изъ 
которыхь р» будегь тпахипит, для другого шит. Эти направленя 
взаимно перпендикулярны. Въ самомъ дЬлЬ, если &’,$/,у’ относятся къ 
одному направлению, а 4”, В”, ” къ другому, соотвётетвенныя же значе- 
ыы Х будуть № и ^^, то будемь ныбть по (6) пред. $: 

тбова!-|- 6038’ МЛЕ-Нр*) воза --р9с088 ]==0; } 
«зоо -- ФсовВ’-|-ХХрасоваг -{- (1 --91)в038/] —0, 
помноман первое на с09х”, второе на сов”, и окладывая, получим: 
эсово’ сова” -|-5(совогсозВ”--совх” сов) -[1еозВ’созВ”-- й 
Аа -Нидоовигоови” 4: ра (оозяг ов" оба" созВ (1-48) вовбсозВ "0; } (8) 
тавимь же точно образомъ оть уравиеши (6) пред. 8, относящихоя къ 
другому рёшению, придемъ къ уравнен!ю, отличающемусн отЪ этого только 
тТЬмь, что вывото А’ будеть стоять А”, какь то олёдуеть изъ вимметри 
коэффинентовъ въ уравнени (8) отнооптельно (8-7) и (а”, В”); 
вычитая тоть результать изъ (3), иридемь къ такому равенетву: 
(Ха -нрдоовайсова" ра (сова/сояВ” -сова”соз8/)-- (1-98) о058^0вд* 0; (4) 
тавъ какъ вообше А” не==),, то это уравнеше приводится къ такому 
(1-ре)созаеова" ра (созе’совВ” сова” со) (1--9°)еовВ’с0з8”—0; (5) 
его легко тавъ предотавить 
©082’с0за"-|--6058*058”--(рсоза”-|- 005 )(рсозж”-{- 9608") 0; (6) 
но по (2) пред. $ 


(2) 


‚роова —- вов” 
рева” -|- двозВ” 
потому оно, (6), приметь такой вядъ: 
соо’ оозя”---с038'с038* воз’ =0; (8) 
& 970 и есть уеловю лерпендикулярноети прямыхь, дБлающихь съ осями 
координатЪ углы одна (0. ’,-’} п другая (2,8, 


й @) 


204. Уравпеше (1) пред. $ нерестаеть опрелблять отнопеше = 


только нъ хомъ случав, когда веф три коэффишента будуть заразъ равны 
нулю: 


ра — а --2") 
а--®—Ю р 
8-9) — 190; 


#) 
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изъ этихь уравненй вытехаегь такая пропоршя 
Ш 5 
ям БЕС @) 
откуда вядио, что одпо изъ уравненй (1) есть слЬдетье остальныхь 
двухь; такъ что инфемь лишь два различныхь уравнешя между коор- 
двватами точки М [напр. первое и второе изъ (1)], да еще уравнеше 
поверхности; веего слфд. три уравнешя; а потому сказанное можегь 
имфть мфодо только въ конечномь числ точевъ, координаты которых 
удовяетворяють названнымь тремъ уравнешяыь, слёдовательно предетав- 
лають рёшеше снетемы этихъ трехъ уравнешй въ тремн нензвфетпыми. 
Тавщ»х точки, хакь мы видЬли, называются точвами завруглены, ибо 
въ нихь 0ба радуеа главныхь офчешй, а сл6довательно, но теорем 
Эйлера, и вобхЪ прочихь, равны между собою. ДБйствительно, язь (2) 
имфемъ: 
х= 1-5); =; = 1-9); (3) 
внося это въ уравнене (11) 8 202, легко приведемъ его къ такому: 
(НАНА =0, 4) 
откуда сафдуеть, что оба значены ^==— №, а слх. по (9) 100 же 8 
равны и оба значешя р». 
205. Приложимъ предыдуицую тсорно къ примфру. Возьмемъ эдлип- 
вондь: 


РИ й 

жфита- 10; (1) 
изъ чаетныхь производныхь уравненй перваго и второго порядка оть 
этого уравненя найдемъ для ,4,7,5,# сяфдуюция значеня: 


(2} 


(3) 


и сяёлователью 


УГЕ-е 27 ифы ей {4) 

внося это въ (10) $ 198, будемь имфть: 
2\ 2 оба сд у воза 0098 | |? 291 со 
нити ча) в 


605$ 
р РЕ 
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Вторая чаеть не мЬниеть знака, который будеть -- въ чяслител» (и 
въ знаменателя» тоже -|, есии остановимся на вифитией кормаяи эллии- 
соида). ДЖйетвительно услове неизмЁняемости знака полинома второй 


в05х 2088 
степени относительно —„^ и-Х- здфеь выполнено, ибо 


пои Ри 2 
эм На) {ны а--я<8 ® 
Отеюда слбдуеть что для ъофкь свчешй $>>90°, ибо изъ (5) будеть 
слбдовать 


0088.0; (1) 
ч. е. веб ралусы кривизны дёлаютъ тупые углы съ внфшней нормалею; 
для нормальных овчешй будеть воз. — — 1, и елл. 
Е й = 90819 ‚0% У 6085 6058, [Е ‚ НВ 


а} ая в Аня 


== -® 


ры 


Условю (6}, выподненное для эллинсонда, ееть тавже услов!е мяимости 
ворней поливома, столщаго въ числитель, если за неизвфотное считать 


6058 сова 
а {9) 


1 
слфдовательно дяя элтлиисоида — никогда не можеть быть равно нулю, 
>. 


и в18д. р» никогда ие можеть быть безконеннымть, 1. е., друсями схо- 
вами, въ обчеши эллипеоида съ плоекостью никогда не можеть полу- 
читьея прямая лишая. 
206. Не то будеть дия однопохаго гиперболоида: 

ам л 

ры ьо. и) 
Формулы, отпосящщяся къ нему, получатся изъ предыдущих» чрезъ пере- 
мну с* на —с%; езфдовательно въ перавенетвё {6) вторая чаеть будеть 
>06, а потому корни полинома, сейчаеь упомяпутаго, будуть оба веще- 
ственные, п елфдовательно будуть два направленя въ касатезьной илос- 
вости, въ которыхь пормальная плоскость пефесёчеть гинерболондь по 
прямымь лиыямъ,. Выражеше, стоящее въ числителВ формулы (5), 
будеть четыре раза мфиать знпакъ, когда обкущая плоскость совершить 
полный оборотъ около нормали; слбловательно въ двухь вертикальныхъ 
углахъ между этимн прямыми с058 будеть >>0, въ двухь другихъ <.0; 
въ первыхь двухъ рашуеь кривизны будеть съ пормалью дёлать острый 
уголь, въ двухь другихь тупой. Ращуеы кривизны гоавныхь сёче- 
НЙ будуть направлены по нормали ознит въ одну сторопу, другой въ 
другую, тогда какт въ эллинсокяф они оба направлены по внутренней 
зормали. 
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207. Найдемъ точки закруглешя залипеонда; для этого въ первыя 
два равенства (1) $ 204 влесемь вуЁото 2,4,7,5,Ё ихъ значешя изъ (2) 
и {3) $ 205; посл нБкоторыхь легкихь упрощешй будемъ имъть тая 
два уравненёя: 


г 5 <) а (1) 
с [Е ги? 212 2% Ту му 29 
#1 (й аи Е == | в 
къ которымъ нужно еще провал уравнене самого эллиисоида: 
НЕМ з 
ы з--9 я += 6. 8) 
Первому изъ этихь уравневй можно удовлетворить (танъ какь # не 


можеть быть-=Со), только полагая либо х==0, либо у—0, Поелфднее 
предпохожене превращаеть уравненя (2) и (3) въ та: 


ПИ 
1: 6) 


= 
ноключая =; изъ перваго пр помощи второго, и отбрасывая мпожитель 


в 


.’ который не можеть быть==0, получямь уравнеше: 


11/1 1 Тит 1 
ми) ие я)-6. @ 
отвуда найдем 
зе 
Иа (1) 
У« 


звачешя эти будуть вещестненныя, ибо мы приянмаемь, какъ то обык- 
новенно длается: 


>> е (8) 


- а 
Внося взь (7) зналеше © въ (5), лайдехь 


2 
аа" (9} 
Уз 

Еели бы ны вышли изъ положени 2=0, то наили бы дая 2 мнахыя 
значены. Тавимъ образомь эллипеондь ныфоть всего лишь четыре веще- 
«твенныя точки закругаешя, коорданаты которыхъ опредфаяются но фор- 
муламт {7} и (9), ГДБ каждый знавъ одной формулы можеть отвёчать 

каждому знану другой. 
208. Мы зидьши, что для каждой точки данной новерхности имБ- 
зотен два вэзимно-периендивудярныя направленя въ касательной нло- 
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скоети, проводя чрезъ воторыя нормальныя сбкунуя илоекости, получаемь 
тлавныя сбченя поверхности въ этой точкЬ; перемотивь точву М без- 
хонечяо-мало по одному изъ главныхь сфченй въ точку №, можемъ 
построить главныя обчешя въ этой точки; одно изъ вихъ будеть без- 
конечно-мало уклоняться оть того для точки 2, по которому мы пере“ 
мВотили эту точку; по этому главному сёченно въ точкЪ 2Р перемфстимъ 
точку изъ М’ вь М”; дя нее опять можно найти два главныя обченя, 
изъ которыхь одно будеть безвонетно-мало уклоняться оть Того для 
точки М’, по которому мы се передвянули, и т. д. Неирерывный рядь 
точекь М, М’, М”,......такимъ образомъ полученныхь, образуеть литю 
на поверхности, называемую лизшей кривизны поверхности. Чрезъ каж- 
дую точку поверхности проходять двё лини кринизны, взаимно-перпен- 
дикуларныя въ этой точкё. Легко получить дифференщальное уравиеще 
дла Зин кривизны: для этого стоить только въ уравневи {1} $ 203 
замВнить с05а и с03В имь пропорщюнальнымв величинами 4% и 9; 
будемъ имВть тогда такое уравнене: 

«Ра — Зара --9°) — Кур") дааау-- } (1) 

Ва -Н в) —фаву*—=0. 

Зявоь р, 4,7, 3,6 суть извёотныя фунюця хи у, и потому это урав- 
нене, какъ содержащее только координаты х и у, есть уравненше для 
проекции лияшм кривизны на плоскоеть (2, У); оно дифферениальное 
первазо порядка, ибо содерхатъ только дифференшалы перваго порядка 
координать, и притомъ второй степени, ибо вумма показателей 4х и 
@у вь каждомъ членё-=2; этого уравнемя вмёотф сь уравнемемь ио- 
верхноети вполиф достаточно для опредёлеши лини кривизны, когда 
будемъ умБть находить по дифференщальному уравнепно между хи у 
его первообразное, т. е. уравяеше между самими хи У, на основами 
котораго еъ его производнымь уравнеше (1) удовлетвориловь бы тож- 
дественно. Это составляеть задачу интегрированя дифферениальныхь 
уравненгй, что уже выходить за предёзы нашего курса. 

209. Лии кривизны обладають 7мь овойствомт, что нормаль въ 
поверхноети въ какой-либо точкЁ этой лишы пересбкаеть нормаль вь 
поверхноети въ смежной точкЬ огой кривой; ибо вообще нормали къ по- 
верхноети въ двухъ безконечно-близкихь точкахь не перееБъаютсн: если 
ке поставимь имъ услощемъ пересбкаться, то это приведеть нась къ 
уравнению (1} $ 208, такъ что проекщи безнонечно-малаго перемфженя 
точки М по поверхности должны будуть удовлетворять этому уравнентю. 
ДЬйотвительно, по (4) $ 197 уравнемя пормали будуть 

аи =0; \ 1 
ик =0; @ 
для точки вотрёчи со емежною номалью &у,С дозжны быть тЬже са- 
жые; олбловательно они не будуть измфняться при полномь хифферен- 
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цировани этихь уравневй по хи у (считая 2 за фунвнио хи у); 
тогда будемь имфть: 


—@—@е--(—д-0 2 
ау ито, | ыы 
вы орда рае: 
6 —24р= } 
Сов ен } ® 
ДЬля первое на второе, получимъ: 
вере, р 
98 ау-ча 
иди, тавъ какъ: 
Яг-= рах- аду; ар-=тах-Е з@у; да=-заг-- у, {5) 
уезду _ 1-х раау . 


зар-а4у рае -- а -адау” 
вовобождая отъ знаменателей, по неренесени весго иаз2зфво и располове- 
и по схепевямь 42 и у и получвмъ отсюда уравнеше (1} пред. $ 
предложеше такимъ образомъ доказано, ибо между Фх и Чу получается 
тоже соотношеве какь и для проекши лини кривизны. 

Предчагаемь примбнить эту теоршо къ различнымт поверхностям 
второго порядка. 


ГЛАВА ХУЩ. 
Интегральное исчисленее, 
- ВВЕДЕН!Е. 


210. Задача интегральнаго ночиедемя обратна задач дифферен- 
щальнаго; тамъ по данной функши мы искали ея производную, здьоь 
памъ дана фунюшя Ё(2) и требуется пайтн завую фупвию, оть кото- 
рой данизя была бы производной. Теперь является 36. 
вопроеь, существуеть ли веетда такая фупкшя? 
Можно доказать, что такая функшя веегда суше- 
ствуеть, хотя не воегди возкожно выразить ее 
чрезъ извфотныя уже памь фуиюии. Докажем это 
снерва теометрически, & зазбмъ аналитичееки. 

Положимь, что вамь дана какая -вибудь 
функщя у—={(2), выражающая, если хи у при- = ух 
вять аа прямоугольных координаты точки, нЪко- 
торую кривую, которую можно построить по точкам. ФВозьмемь на 
кривой [черт. 86] дв точки А и М; проведемъ ихъ ординаты Ая 
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и ММ; площадь ограниченная кривой, ординатамя Аа к ММ и осью 
абонисеь, будетъ имёть оипредёленную величину, какъ скоро дано опре- 
дёленное значеще х, и будеть измВняться съ перемвною этото значе- 
я =, влд., будеть функфею оть 2х, которую означимъ чрезъ 9 =. (2). 
Дадимъ 2 приращеше №№, столь малое, что ординита у на воемъ этомь 
промежуткВ будеть все возрастать илн все убывать; тогда плошадь 
вАММ, которую мы пазвали чрезъ 5, получить приращеюе А5, выра- 
женное площадью МММ’№. Такъ какъ А ограничена и кривою, то 
вычислить ее. точно весьма трудно: но легко найти двф величины, между 
которыми она заключается: проведем изъ точекъ М и М’ прамыя МЕ 
и МГ, параилельныя оси 2-овъ. Мы получаемъ два прямоугольника 
ХМЕМ в МЕМ'№, изъ воторыхь первый будеть меньше *) ^5, а вто- 
рой болыпе, т. е. 

ХИНЕМ<Х МММ М ММА. (1 
Плошедь прямоугольника выражается произведещемь изъ основатя на 
его высоту; потому 

плов. ММЕ №--уАх, 


площ, МАР № (у ЛУ: 


слфдовательно: 
УДе<Аб< (РАО. (2) 
ДБля это неравенетво (2} на положательтую величину Ах, получимь: 
58 . 
ул < Ау, (3) 


т. е. отношеше приращевя площади хъ иприращеню абониесы больше 
первой ординаты м меныше второй; но въ предбяё при Ах —0 обЬ орци- 
наты сяфаающея равными, сз%; 


А8 
пред. д; {4) 
т. е. предьть отношешя приращешя плошади вЪ ириращенио абециесы 
веть поолфдияя ордината ММ. Не Аб-=АР(х); слбховательно: 
48 АЕ(2) Ро, 


Ро А 
обозпачая производную по Лаграниу; но у-=/(»), влёл., изъ (4) шо- 
аучныь: 


пре == (2) = а). 


И тавь всегда существует ны, оть которой данная была бы про- 
изводной: это именно будеть площадь, ограпиченнаи осью абоциесь, 


=) У паръ вв, чертеж. 
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кривою у-=/ (2) и двумя ординатами послфдней: неподвижною Аа и иод- 
вижною (съ измёнешемь 2) ММ. Функщя, оть которой данная ееть про- 
изводная, называется мервообразною этой повлдней. 

21. Докажемъ теперь каше предложене аналитически. Положимъ, 
что намъ дана производная фулкщя /(2); ищется ея первообразная Р(#). 
По лонятю о производной 

Ре-- ВР 
Копа, 

„ Ев Ра 
цока № не доотигно своего предёла—нуля, отномеше еиуЯ 
тоже не достагнеть ововго /(2) и будеть оть него отличаться на вб- 
воторую безконечно-милую величину в, ночезающую вмвотВ оъ №, т. е. 
будеть 


В а 


са, 


. Рей Ра) -=Дай-ЕеВ, [6] 
Будемь давать х иослбдовательно звачешя хуи, Х, пред- 
ставляющя возузстающй рядь значен! х оть 2, до Х, и подогаваять 
этн значешя въ нашу формулу (1), причемъь й будемъ соотвфтетвенно 
давать олбхующя звачены: 
=, — 8 А йа ть Ян: = ХХ. (2) 
Такь какъ вехичииа & будеть вся разь м5няться, ибо она завивить 
отъ й и 2, то мы будемь приписывать въ в значки, одинаковые въ вна- 
чвами при Л. Италь, подетавляи сказанных величины и дфлая падлеша- 
щн сокращевя въ первомь члейф, позучаомъ: 
3) В) аи в) ада, 
Ее) — а) аа) 
Ре) — о ил) -Н&н-1( 
Е(Х)— Е Ге — Ха). 
Окладывая предыдунуя равенства и дЪлая сокращеше, получимъ: 


); 


ВХ) Ра), НР, — 2, -[.. ЕК Ха) 
Зы) вв). „ны — я). (3) 
Ноложимь теперь: 
ви — ааа ре Хи). , 
° (Е) ® 
= будеть, вакъ легко видёть, средияя величина между е»Е,..... =, 


т. ©. она будоть меныше наибольнаго изъ $ (00 значками) (озналимь 
его чрезь =) и больше напмельшаго (означеме его чрезъ =), какь бы 
маны ,66...2н, 64%, И ЕЕ =, ни были; а потому воли =и2 
будуть безконечно-малыя величины, то и =: будеть безковечно малая 
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величина. Съ помощью (4) равенство (3) мы можемъ тенерь представить 
въ такомь видё: 

ВХ) аи... аж). (6) 
Если мы будемь увеничивать % безпредфльно, то ве # [(2)] изъ очень 
малыхт сдфлаются безконечно-малыми, а олд. и воБ в, а Потому и &; 
слёл, въ предёлв будеть ===0, а потому и 

пред. «(Х—я,)=0, 
ибо (Х—2%) ость конечная вехичина. Тогда равенсгво (5} приметь видъ: 
ИХ) — Ра) пред [ао — 2)... Не] > (6) 


остается только показать, что предёль этоть дЪйетявтельно существуетъ. 
Мы можемъ предположить, что {(=} положительна и на всемъ протяже- 
ниш оть а, до Х растеть виетб съ 2 *); тогда будемь имфть 

Иаь) <) <.) <. (а) КЮ о 
возьмемь ваыя либо промежуточныя значешя х между 2; и тел: напу. 
х!, г, 2"; будеть 


Над <) < вк”) Кача (8) 


втд., такь как 

да ана, ие аа" аи в", (9) 
то будеть по (8): 
Иан (акал) = ааа) +в г) ао) (ач" г) анд(ачы-1 7) 
<ИКеда!— =) Еее вое" —=г) Ни" (аа и" 
отсюда видно, что сумма въ (6} будеть возрастать съ увеличешемъ чиель 
значевй 2х, воторыя берутоя между м и Х для ея ефоринроваюя; но 
на основани (7) она всегда мене 

КХХ— о), (и) 

а потому, если /(Х) и Х конечныя, не можеть возрастать безпредёльно; 
величина же, которая все растеть, но не можеть превзойти нфкоторой 
конечной величины, непремВяно будегь приближатьен вое болфе и бо- 
лёе кь ифкоторой конечной величинЪ, такь что наконець равность 
между нею и этой поелёдней величиною можеть быть сдфлана мене 
веякой данной величины, какъ бы она мала ни была; елЪд. эта ко- 
нечная величина будеть ея предЪломь. Итакъ сумма въ (6) нмфеть 
предёть. Мы зафеь /(Х) предполагали конечною п Х тоже; въ против- 
номъ случав этогь иредьть не всегда существуеть—это важно зам}- 
тать. Слёд. веегда, котла существуеть предёль выражены, помъцен- 


*) Въ противном случа всегда ножно этотъ интерваль разбить на части» 
въ каждой изъ которыхь фуннция /(=) либо все возрастала, либо вее убывалах 
посеял случай тазже изсяфхуотся, кавъ и первый. 


0) 
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наго въ окобкахъ въ (6), то всегда существуеть и первообразная функция, 
которую можно найти, когда еъумфемъ найти этоть предьть и зададимъ 
6008 Е(х,), ибо изъ (6} имвемь: 
Е(Х) = пред, { (у) (т, — о)... НИХ в) } На»). (12) 

212. Первообразная функя называется также интегралом, Слово 
интеграль овначаеть совокупность злементовт, соединенныхь въ одно 
пвлое (пНерег — пфлюй}. Для обозначешя интеграла пишуть букву |, 
начальную букву французскаго слона вомиие (вуммя). Назване ивте- 
граха первообразная функшя получила на основаши только-что дока- 
ваннаго предложеня, съ которымъ по существу тождественно и первое 
(геометрическое), нбо площаль между двумя ординатами, осью абоциосъ 
и вривою можно разсмагривать какъ сумму безконечно большого числа 
безконечно малыхь слагаемыхь. Въ самомъ дЪлЬ, положимъ, что мы 
построили кривую, выражаемую уравнешемь у-==/(2) [черт. 37]. Пусть 
Оа-=х, а Оф-ьх; равдфлимь промежутокь между л, и < на очень 
большое число # частей и найдемъ ординаты, соотяётетвующе каж 
дой точкВ дфленя оси абоциссъ. Пусть эти точки дёаенмя будутЪ 
@,1,2,5....Б. Проведемь изь точекъ 4,8... ливш, парадлельныя оси 
ОХ, до вотрёчи въ 1’,2',3'..6’ съ слблующими ордикатами 14,28 
тогде площадь аАВЬ будеть предёть суммы ллощадей прямоугольняковь 
2 АТ, 1027, 283'3 .. Нбо разность этой пло- 
щади «ДВ и суммы эгихь прякоугодьниковъ 
женфе суммы прамоугольниковь 14721’, 9/8”, 
88^.3',..., которая въ евою очерель мепьше 
а. ЖГа (на чертеж эта.1 наибольшая язъ 
1'4,2%,3'....}; но ар=2—х„ величина конеч- 
ная, а пред. 1а-=0, котла у=/(л) непрерыв- 
ная функши 2. Но площадь каждаго изъ пря- 
моугольниковь аА11 и проч. выразится тавъ: 
=)», кд 2 абоциоса по очереди каждой изь 
точек 2,1,2,3 а Ах разность абецисоь двухь послЁдовательныхь 
точекъ, откуда и слёнуетк сказанное, 

213. Употребляя сокрашенлое обозпачене суммы, мы можемь пред 
ставить равеветво (6} $ 211 стёдующимь образомъ: 

ЕХ)— Ех.) = пред. ХА КО Ах, 

‘означая черезъ Х сумму слагаемыхь. представитель которыхъ саёлуеть 


сх х 
за этимъ зиакомь. Выфето знака предл. У», уеловились писать | 7 ТАВЬ 
что предыдущее замтится такизть: 


вх -те)=) Поде 0) 
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Въ эмомь выражен знакь /). ы показываеть, что 2 пробфгаоть въ не- 
прерывней послфдовательноеги всё значешя оть 2% до Х, и оть соот- 
вбтетвенныхь значенй /(х)4х берется сумма. 

'Иравая часть посл®даяге равепетва носить назваше опредьленнаго 
интеграла, взятого между предблами х, и Х. Еели мы допуетимъ, что 
величина Х перемфнная, то лучше написать 2 верхнимъь предбломъ, 
Въ томъ случай, когла х принимаеть значеше х,, интеграль обращается 
въ нуль (ибо сводится къ одному первому элементу). Въ такомъ случа 
интеграль нишется такъ: 

= 

| ее 

= 
и называется ‘исчезеющиме интегралолеь (при 2 ==). ЗдВеь мы не дола- 
ны емфигивать 2, поставленное наверху знака |, съ 2, поставленныхь 
поль знакомъ функши Г, ибо послфднее нробфгаеть во зпачешя, начи- 
ная съ х,, и совпадаеть съ верхнимъ д только въ посдёднемть олемейть 
интеграла. 

'Интеграль, получающся чрезъ прибавлене къ исчезающему интег- 
ралу произвольной поетоннной, называется неопредъленнымь и пишется 
безъ означешя предфловъ: 


пож 


есть обозначене неопредфленнато интеграла. ВеЪ способы зитегриро- 
зая, т. е. нахождея нитограла, даютъ частный интеграть, иочеза- 
Юний при яфкоторомъ опредьленномъ х,; потому къ полученному такимъ 
образомъ нитегралу воегла нужно прибавить произвольную постоянную, 
чтобы имфть неопредбленный интеграль. Необходимость произвольной 
постоянной видна изъ формулы (12) $ 211, пбо Е х,) задается прояз- 
вольно; а также изъ того, что фуинвщи, различаюзщяея на постояпную, 
имфють одинаковую производную, а ел. и иаобороть: фунющи, имЪ- 
Юя одинаковую иронзводную, различаются на постояниую [см. зале 
8 215]. 

24. Зния неопредвленный ннтеграль, можно получить и исчезающй 
при ланномь значеши х, вапр. при х—х„ и опредбленный оть 2, ло Х. 
Если, интегрируя 7/(%)4х, мы получныь (2), то неопредблевный нате- 
граль будеть: 


[ешьте 


тдЬ С-—произвольшая постоянпая; сели ототь интеграль долженъ об- 
ращаться въ нуль при с==х„ 10 С вужпо выбрать такъ, чтобы было 
0— Ра) С; 


отеюда 
с=-— Е). 
и слд., искомый иечезаюлий ивтеграль будеть: 


| По РФ) — Е), 


Если здЁсь положить 2=Х, то получимъ опредфяенный интегралъ: 
} её оо — Роу. 
> 

Отеюда видимт, что когда найлемъ иеопредфленный интеграль, то о%ре- 

двленный найдется, подетавляя въ неопредвленный сперва вертнй 

предт.вь, поточь нижней и вычиная паолюднй результат из первазо. 
215. Въ дифференщальномь ночиолени мы видфли, что дв фуяк- 

ци, различаюцуяел на постоянное, имфють равную производную; здесь 

мы видимь, что одиа и таже производная можеть получиться только оть 

фупктй, разнящихся на постояниую; ибо сели 


| аа Еод-Е С 
ив $) -- С", 


тдв С’и С” произвольныя постоянны, то сравнивая, лолучимь: 
Ее С’= Час", 


т. е. 
ФЕ 6 ©, 


ЕС, 
что и требовалось доказать. 
216. Имфя это въ виду, можно сказать, что знаки 4 н {взаимно 
уничтожаются. Въ вамомъ дбаф, но самому понятно объ интеграл 


или, полагая С’— ("== 


а [пов гов, 
ибо производная отъ [зах есть /(2) по самому опрехвлешю ивтеграла, 
а Ио)@х веть дифферепшаль функцит, если /(2) ебть производная 


Равшямъ образомь 
в 


‚вади 6, 
ибо 
ао = Г едаз, 


годе 7вд--0 
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ГЛАВА Х1Х. 
Общёя предложения. Методы интегрирован. Интегралы простфйшихъ фузкий. 


217. Переходимъ теперь къ выводу общихь основныхь предложении. 
интегральнаго исчисления. 
Т. Цосхоянный множятель при интегрироваши можно вынести за 
анакь интеграла, т. е. 
[плов д [пов 
Для доказательства дяфференцируемъ обф части этого равенотва: 
а Пава] Изаг, 
такъ какь ирк дифферендироваши постоянный множитель А остается: 
но знаки дифференщала и интеграла взаимлю уничтожаются, а потому 
получаемь тождество: 
АД(жаж-= АКзжа, 
или по сонращеши на 42: 
Аа) = АК}; 
а если производныя равны, то первообразныя либо равны, либо разхи- 
чаются на постоянную. 
П. Интеграль алгебраической суммы нФеколькихь функшй равень 
сим интеграловь отъ слагаемых фуикизй. 
Пусть 
= +3); 


{и (24 — [енко ели 


нужно доказать, что 


еее поме [коьч, [Код [о 


Дифференцируя 06$ части этого равенегва, получаем: 


ап — зада = ооаг--а | ее 1) Зах 
по знаки 4 и { взаимно уничтожаются, а нотому: 

[2(е)-- 4) — сода о(ае-- адае— (ада: 
сокращая на 42, получимь тождество; 
92-4) — Зея = ед--фе) — вай 
и ебли производныя равны, то первообразяыя или равны, или разнятся 

‘на постоянную. 
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Призерь 1-8. 
} бала 5 ) ал. 


Умножая и дбая выражене, етозшее подь знакомъ интегралла, на 8 и 
вынося 8 въ знаменатель за знакь |, получаемъ: 


5 } лад | Зала 
Ио 82145 —4(2"), а потому: 
5 5 ( 
8 [ва В) ая); 
сяёл,, по 8 216 уничтожая знаки [и 4: 
{ бай 
Пат == 
вла ее -- 0. 
Приляврь 2-й. 


м . . 
(ве 22 — в ах-= | анае-| | 2245 вт; 
ы ы 


во 
яижах == @(— 6082); Зхае-- (2?) и ет == (0), 
а потому 
Гб + ры [съ [“ 608з)-| ак» ме 
или по 8 316: 


дев ва серн ое рая 0. 


Взявъ оть этой фуныши производную, будемь имфть дфИетвительно дан- 
пую фунЕщию: 

тт -|-25 —#". 

218. Теперь выведемь правила иптегрировашя простё#нихь функшй. 
1. Опребълинь Гатёт. Мы имфли: 

42” та; 
дЬтя полученное равенство на т, получим: 

4. 

т 0) 
если положить #--1 ==м, то будеть т=я--1; подставляя въ формулу 
{1), получаемь: 

` а 
Сы 


де 
Пе [5 


"ах. 


Интегрируя, получимъ: 
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внося въ первой части этого равенотва „-` за знань интеграла, по- 


лучимъ: 


но знаки Ли @ взаимно уничтожаются, & потому: 
Г дн 
а“ак=. НО, 2 
а ®) 
Эта формула имфегь мото для всяваго ® за исключенемь тольо 
2=—Ъ тавъ кавь при #-=—1 правая часть ея обращается въ 00. 
Лля значешя же п== —1 имфемъ: 


| =| 4 ; 
= 

42 __[ 

(Ё -| ава; 


уничтожая знаки |4, получаем: 


оаЪк, 


егавч- 0. (8) 


Цосхфднее выражеше можно молучить однако и изъ формулы {2). Раз- 
смотримъ частный интеграль, исчезающый при 2=9; тогда иоотоялное 


а 
произвольное С’ по $ 214 должно быть равно —— я : 
7 де ан а ааа. 
а Раны ВЕ вр 
© 
а это при #=—1 обращается 8Ъу: 
а ан 0 
ПОВ ве 0. 


равкрывая неопредфлениость, принимал эа перемфнную и, получим: 
—_ 22082) — а (105 


обхода; 


или 


4х 
шве ва а; 


— 225 — 


обозначая черезь С’ сумму С,-—юба, получимъ: 


1052-|-6, 


что и требовалось вывести. 
2. Опреълимь Гога. Мы пыбли 
да —аюбах 
(принимая логариемъ по основанию е); дЬля это на 10а, будемъ имЬть: 


беремь пятегралъ: 


1 
Зоо орд 30 ЭНКЬ интеграла, получимъ: 


| ры | Чая, 
Юва, 
ие уничтоженя [4, получимы: 
= 

Пери 0. [о 
Отеюда мы видимъ, что при интегрировани =” и а" дёйетвя, произ- 
водимыя надъ функщею, обратны дЬйстыямъ, производимымь при на- 
хождении ироизводяой.—Ддя Гот имфемы: 

еее С, 

такъ какъ 10а при в==е обранаетея въ единицу. Итакъ, функшя 6 не 
только при дифференцировани, но и при интегрироваши остается безь 


перемфны. 
8. Опредълимь [уах.Ях. Мы ими 
46085 — — Малая; 
отсюда 
знысах — — 40082; 
интегрируя, получим: 
(аньзае == — 46035, 
выноея мпожнтель (—1) за знакь |; но уничтожения 4, получимт: 
ушзав—— 0082 -|- 0. (5) 
Аналогично этому 
Деовае ==виые-|- 0. (6) 


Курсь даффер. в витегр, иелнсл, 15 
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янтегрируя, получимъ: 


() 
Аналогично этому 
” 45 
— == втовова-- С, {8) 
ЕЕ 
5. Опреълить |. 
гр р и Мы имфли 
4% 
Ча ре 
интегрируя, получимь: 
Чата |. 
рая’ 
по унизтожени [Г 
= . й 
трат ве-Р 6. (9) 


219. Выведемь теперь формулу интегрированая по частям, Пуеть 

% и в фунищи одного и того же перемВннаго 2; по правиламъ диффе- 
ренцировалия произведея пифемъ: 
Фок - о ат, 


пли 

дно ио --одих 
ватЬмь иятегрируемь это равенство, помия Ц предложеше $ 217: 

Гаиу == Гид Тоди. 

Но знаки дифференщала и интеграла взаимно уничтожаются, а потому 
будемъ имфть: 

зи — фидо -- Гон, 
откуда 

Ди@в-вир — Го. {1} 
Формула эта, въ помошью которой нахождеше одного интеграла сводится 
къ отысканно другого, очень часто употребляется при интегрирован. 

Приитрь [-й. Найти Побтах, 

Примем 105% за м, в 4х за 4; тогда будеть 


ах 
Чит" п 92-0, 
ибо 
6— [а с, 
и сд, (берл частнов значеше т, при О==0}: 
Лорзах = жюрх — Гал; 
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но 
Деев 
сад. 
„Лосхах озу —х-- С. 
Прилиюрь 9-4. Найти Гх?оозхах. 

Полагая и==щ” и Фо-=о0зхат, имфемь: ди--ийх, и о = ва; по фор- 
мудЬ интегриронанн по частямь получимъ: 

Ч оозаах == айзниь — 2. [тайиса, (2) 
Второй членъ равенетва (2) опредфляется по той же формул (1), полагая 
2—2 и читал ==4; тогда 


= —008% и 4и==@х, 
м сл. 
. |- Геозжау 
но 
102-|-С; 
потому 


луна ыы — жест ая | С; 
подетаваня вь формулу (2), получим: 
„Газвовийх == ат -|- 2605 — анис -|- С, 
хдф выбото —2С мы паниеали просто (С, ибо это тоже произвольная 
поезоянпая. 

Примьциие. Когда мы ио данному 4 въ этикь прихфрахь пахо- 
дили и, то мы бражн чаетное значеше Г4 на томъ основащи, что воли. 
бы взяли общее р$®ёшене, т. е, въ произвольною посхоянною, то эта 
произвольная ностоннная исчезла бы изъ окоичатедьнаго результата. Въ 
саможь дВаВ, пуоть 

= 


ТЛЬ ® овначаеть частвое рЬшен!е; тогда будемъь имть: 
Гивонещи-|- 6)—Го-+ аи изв — Годи — СТа 


Лаижь-- 0; 
езфя., 2-6й и 4-ый члены вократятся. и мы нолучимъ: 
идотвир-— один — СС; 
но ноотоявную- СС, ножно и не писать, пока дая Гии но пайдено 
частнаго зваченя, ибо эта произвольная постоянная всегда подразумь- 
вается въ самомъ знакб пеопредфленнаго интеграла. 

220. Методь подстановки, Мы видЪзи, что интегрироване по ча- 
«тямь при удачномь разложеныя данной функши на два мпожителя 
сводать боле сложные интегралы на болфе простые; кромБ этого 
епособа для той же цфии употреблиетея еще межобъ иодетановки. Онъ 
соотоить нь томь, что вмфото данной независимой перемфнной вводять 
новую: при удачномь выборё зтой послфдней можно иногда привеети 
данный дифференщаль къ такому ввиду, котораго интеграль мы уже 
знаемъ. Общаго правила для отыскайя подстановки, приводящей къ 

ь 


во 
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упрощению, нфть; однако, если ветрёчаются трансцендентныя функц, 
те полезно нопробовать ихъ назвать одной буквой и ввести какъ новую 
перемфниую. 

Примюръ ТГ. Положимъ, напр., что намъ нужно найти 


мы не моженъ ого найти ин прямо, ни при помощи интегрировашя пе 
частяиь; введя &е сюда новую независимую перемфнную, мы можемь 


привести данный интеграль вь извфотной намъ формВ. Положамъ съ 
этою иБлью 


тогдй будеть 
г 


дифференцируя первое изъ этихъ равенствъ, получимъ: 

ее; 
если подставимь найденныя значеня въ нашъ интегралъ, то найдем. 
что онъ приметь боле простой видъ, а именно: 


но 
уе ъ-чагови-{- 0; 


поставляя высоте 2 его значене, получимь: 


Преобразовывая подъинтегральную фуякило в миля неззвиеныую пере- 
мниую, мы приведежь напть интеграль къ знакомому намъ виду. Раз- 
смотримь сперва знаменателя УЗах-— 5%, прибавивъ и вычтя изъ под- 
воренного количества а?, нолучимь: 


Урай о-в 


подотавимъ найденное выражеше въ иатшь интеграяъ; онь приметь 
такой видъ: 
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Но изъ дифферекщальнато исчисвежщя знаемъ, что 
42 _ @—а) 29, 
ааа 


елфдовательно: 


—@ 
Полагая теперь у, будемь имфть: 


п ах (и. 
уреи “у 
по поелВднйй интеграль вамъ извфетенъ: 


а . 
—= тезву-- С; 
Ум 
подетавивъ вмфето у его звачене, получимъ: 
Г 4 =—а 

с =загези\ -—— | НС. 

р; Зал — = ( в ] + 

Пример ТТТ. Найти 


еАгосова 
УЕ 


Положимь 
аГС6082 2; 

тогда 

а—-_ 

И! 
и погому 
о — ‚= | е(— @в)=(— о 2аг, 

т 

но 
([-— пре С; 

слЪховательно: . 


221. Иногда валобно соединять оба способа интегрпровашя. 
Приливуъ ГУ. Пусть дано найти 


е2гоб05т 1, (р 


Прамо иайти этоть интеграль мы не съумфемъ, хотя онъ, повидимому, 
проеть. Понробуемъ еще упростить его съ помощю подетанонкн и поло- 


вимъ съ этою лью 
агсвовх 


тогда 
откуда 
45==— Чата, 
и напь интеграль преобразуется въ такой: 
тень —=— [озшиь (2) 


Полученный интеградь мы не можемь привести еъ помолую подота- 
новки въ 601%е простому виду, но мы мощемъ проинтегрировать полу- 
ченное выражеше по частямь по формуль (1) $ 219: 


Гифь мо — бой. (3) 

Дли нашего примбра и-=2, Чо=евшейз, олд, Финеое И == — 6052 

‘ибо о == [тег =-—- 0082). Подетавлия эти значення вь формулу плте- 
. ‚музу 


грировашя по частямъ, получимь: 

Гезтаядг 60а — Г(— возе)е*ае == — е'вова | Ге’созайя. — (4) 
И такь, мы овели нахождене нашего интеграла [е’зще42 къ нахон- 
дно новаго интеграла Ге*оозайх. Будемъ интегрировать этоть поелд- 
вй ло частямъ. Для этого дозыно положить тешерь въ формул (3} 
==" и 4-—=005242; тогда будеть: @и-=е"4и; у== [ооведе= ша, и мы 
получим: 


Гевовайа == етвте — Гете, } 
т. в. мы снова вернуливь кь нашему первоначальному интегралу; но 
тВмъ не менфе мы можемь теперь его опредёлить, ибо получили два 
уравненн съ 2-мя ненззфетными интегралами: 


зо оо «ево5а4г; | 
. | (6) 


езреда, 


| втсоведе — ела 


—ъ 


или 


езшай2 — [воду обо | 


о “ | {т) 
} езшейг-- [ива — вши. 
Складывая и вычитая посяфдня два уравнешя, позучаемь: 


зы ии 982). @ 


слвловательно по {2); 


метиь 
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но такь кань ё=216003т, слёд. х==еова, то ви = 12% а потому: 
` Ш $ 
сете овчины [2 у ") 4+6. (19) 


Для того, чобы провёрить, пролифференпируемъ равенстве (10}; по- 
лучи: 


атовозе. _оасоза { ) (и и Й пеииоони (1 == 
у1—® В Га у 
отееове | 1 2_ | смесоза 
2 у "и у 
что предотавляеть тождество; олвд., вычнолене вфрно. 
Еще примфръ на интегрирован!е еъ помощью подстановки. 


Примьрь Т. Требуется лайти 


4х 

ав 
Предстазамь ето въ боле удобной формЪ, для чего чиолителя и зна- 
менатезя помпожимъ па 4; тогда колучимь: 

” 24 

пни абе-рае" 
Этоть пптеграть можло привести или въ атебх, или къ орх. Преобра- 
зуемь знаменатель 29% --абх--- ас; для этого прибавимь къ ному и 

а 


зычтеиь 5; ‘тогда ояъ представител въ слфлующемь видЬ: 
18, 4 Хы 
[сена] +44 Е (==) 


Мы разомотримъ теперь только тоть случай, когда корни знамена- 
г 
теля мнимые; тогда 5? 4ае<_0, п слд., ав — 4 >>0. Нашъ натеграль 


приметь въ этом случяб такой виды: 


вах 


4 ат 
ати рваие 


ЗамВчая, что: 
че Ие М Уж 
4 2 2 ’ 
мы можемьъ напиоать его такъ: 


аа 2 


НЫ | ушей 1 
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но по правиланъ дифферентальнаго исчислешя 
_ Ра@ 4 Зав Рь 
Уе-=я Уши Узе-Ь 


елёдовательно 


2 #2 
арын уе (Е Ев" 
И 4—3 


если положимъ 


_ 2 ь. . 
У 4—5’ 
но 
2 а 2 
ея яя ИН 


слёдовательно, подотавчия вифото 2 его вначене, будемь имВть: 
42 2 ага 2аё-- | с 
а умей бущшс и’ 
222. Переходимъ тенерь къ интегрировано пъяыхъ функшй. Са- 
мый общий видь цфдой функийн или поликома есть: 
Патент... ран ааа; {1} 
слЪд, по второму предложению $ 917 будеть 


Падает баня" т ана... ан лада 


:Лая“ае-- Гада -|- Газтн-2ат-4-......-Ефанляаз-- бай 


=аь Гада, [ааа а, Гат-Зае + ...ра, 1 Гаде а, Гат, 
ибо въ правой части каждое слагаемое имфеть постоянный множитель, 
который мы можемъ, какь доказано въ томъ же &, вынееги изъ-подъ 
внака интеграла. Это выражене мм можемь проивтегрировать, каждый 
членъ по пра О $ 218, согласно которому получим: 
= дя 3 


Доме и НА м еее. 


ПРИМБРЫ ДЛЯ УПРАЖНЕНИЯ. 
РВ рати аи 22 с. 
2) р дак г “с. 


Г (аа —= 
3) они нии 8-Е. 
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от. 0, 


4) те 
э) | ое" О овца): 
о == ато ювтоа) —1]-+- С. 


а а 
в вто [ В о. ео Л +0. 


8) Уахововаа == жатосовт —У1—2*-|- С. 


3) 9 аще" Де" =" ак" маеащи” + 1— 127+ 
19) ра тс (692) | С. 


За 2 . 
11) | 
з 


12) а == азов) -- С. 


Бад» , 
13) [ пе воры Ск овзввы-|. С. 
14) пойбные- (2 — авове-- Эазиые-| О 
и НЫ 


16) 


дия 


21) Лор вара беря. 


18) п-ов ау ну ац- С. 
С ра 
19) реиеивия чая с, 


жаге: 
20) а п. 7 \ о оу г +6 
(1—2) * 


21) ние —# Ир элаезья-[ С. 
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22) { лозы оее= + Е = — 
23) ‚Дагоберта — Юя С. 
24) оо а 4% ={— ыы —10/1- 2+ 0. 


р т до Рае) 


т ааугня 


потеет (др 1) 
= С. 
А аи нае 


27} Гбордчае ых { бов) Зори 2} С. 


28) [шьщи 8 ча 


Е 


ы В 
шота Е ат вия 281 С. 
. 
. 29) усн Я оное 6 2 — ипововво д С. 
ГЛАВА ХХ. 


Интегрироваще дробныхь рацюнальныхь фувкщй. 


223. Положимь, что намъ нужно найти 
ы 

} та” 
глЬ /() п Е (2) озпазають полиномы. Мы веегда можезь предположить, 


что дробь 7 
меныне степени знаменателя. Въ самомъ дВлЪ, вехи степень /(2) боле или 
равна степени (2), то мы можемь (#2) раздфлить на {2} и получдиь въ 
частномь полиномь @(2), а въ оотаткЪ полннохь Вх), котораго степень, 
вакъ остатка, будеть менфе степени Д\2), какъ дЁтителя: но изввотному 
‘изь начальной алгебры предложение, имфемь: 

И — Роб -- Во; 
АБяя обф чаети этого равеяства на #(х), получямъ: 

2 ое р к. 
2) Ев) 


песократимая и правильная, т. е. что отелель чиолителя 
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пои 
Но 


28  — {29 
| (99+ 78)“ -| вы+ а 
блёл., нахождеше интеграла неправильной дроби сводится въ нахожде-. 
нию интеграла оть цёлой функщи и отъ правильной дроби; первое уже 
было показано, & потому займемея теперь интегрировамемнь праваль- 
ныхь дробей. Дая этого нужно сперва разложить данную дробь на 
проенизйния. 

224. Положимь, что намъ дава правальная несократимая дробь 


1, 
Е)’ 
пусть а будеть простой корень ея знаменателя —фунищи Е (=), чажь что 
Иа-0; . 
ТР) тогда длится безъ остатка на (2—0); пусть 
ЕХО 
Я; 


=—а 
тотда 
Те), 
ть 2(е) цёлая фуикщя степени, ня единицу менышей, нежели 2(%), 
которая для х—@ не равна нулю, ибо въ противномъ случав а не 
быль бы проотымъ корнемь Р(2). Въ этомь случаЪ, когда знаменатель 
правильной дроби изиъеть провтой корень а, ве веда можно пред- 
ставить в5 всладующемь видъь: 


и) 


205 А воть постоянная, отличная от нуль коненная велижина, 

Дли докизательства поотараемся опредфанть величину 4. Ддя этого 

равенство (1) представим въ такомъ вилЪ, перенося нахёно первый 
членъ второй части и приводя къ одному знаменателю: 

па-фАн И. в 

(2—9) 9%) - 

Разематривая равенетво (2), видимъ, лто „1 должно имёть такое 

значение, чтобы дробь аБвой части сокращалаеь на (2—0); сябл., а 

должно быть корнемъ выращены /(2) — 4$(2). Подставляя въ это вы ра- 

щене а вуфето 2, будемь имфть:. 
® — 9, 8) 


отвуда получимь: 


4_И®. в 
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Эта величина— конечная, ибо 9(2) ве равно нулю, и’ отлична 
оть нузя, ибо Да) ие равно нулю, слЬл, и опредёлениая. Изь того, 
ч10 А. веть опредбленная конечная величина, отличная оть нуля, 
заключаемъ, что предволоженное разложеше дроби всегла возможно. 
Подставляя выфото @ его зкачене изъ (3), мы дадимь нашей дроби слВ- 


‘дующИ виды: й 
О_о 1 о, 9 
№2) 9а) гв Г 9®) 
тв 
чи. © 


а 


Примёнимъ оказанное въ примЁру. 
Приму. Положимт, что намъ дана правильная дробь 
&--2. 
2—1* 
зребуетея отдёлить оть нея дробь в0 знаменателень х—1. Въ этомь 
влучаЬ ф(2) 2-1, ибо 2 —1== (х--1)(2— 1); а=-Р1. Опредфаимь 4 
по формул (4): 
1--2 


т--т 


3 
=5 


а (=) — по формул (6}: | 
#2 За 


= #1 
а потому наша дробь приметь сяфдующуй виды 
1 
„#2 1. 231 
2-1 а вит ЗО 
Для того, чтобы ировёрить справедливость получениаго пами вы- 
вода, приведемъ обЪ дроби къ одному знаменателю и сложимъ; получимъ: 
24|2 3 1 1 1/3 1 
2-12 1 еп (= =Н) 
3-1] 22-4 _ 242 
ы эа—1 ] 2-1)’ 
что нредставляеть данную дробь. 
225. Въ предыдущемь примёрф по отдёзени дроби во знаменате- 
лемъ 2—1, мы еразу получили разложеше дроби на простёйния; это 
оть Того, что знаменатель быть только фупьшей 2-й степени. Нусть 


теперь 
Ра) (#-—в)#— 5)... (2—9), [в 

тдб а, 6,...9 ве различные корни знаменателя дробя 
И?). 2) 
22) и 


3. 
2 
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Въ том случаВ чрезь послёдовательное примфнене докезанной 
‘теоремы получим: 


_ 4 4 +8, 
Е@) $)" 8 
в Ио, е 
, 2(=) 2—6 Та 
т 
в 
пт. д; в2х., наконегуь, если стечень 22) была п, дойдемъ до дроби; 
$ в @ 
Фи) 2—9’ 
«кледывая (3) и (4). по сокращеви получить: 
Ав, 0. (5) 
Ре ва Ту у 


Значене вефхь чиолитеней можно получить по общей для воЪхъ 
формузв: Для этого помножамъ об чаети {5) равенства на (х—@} и 
положнуь 2—4; паправо оетанотся только А, ибо прошю члепы, имёя 
множителемь (я а), оброито ВоВ въ нуль; нальво будемъ нифть: 


но, раскрывая эту неопредёленность по извфетнымь правиламъ, полу- 
@ 
чИМЪ 1&. для пстиякаго ея „эваченя; олЬД., будемь имёть: 


Е а) 
(6) 
Также точно найдемъ: 
(<) 
(8) 


226. "Обратимся теперь къ разложению дробей въ темъ влучаф, 
когда Р(2) пмфегь кратные корни. Мы можемь подучить форму раз- 
зоженя таной дроби, исходя изъ предыдущаго разложены дроби Но 
въ томъ олучи%, косда а быть проотмиъ корнемь Е(2). Мы пубенъ дли 
таного влучая: 


помножижь обф части этого равенства м =—т; Получимь: 


Е) А $2) е) 
рае)" Неда" 
бо Ра) = (#2) (2). 
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12) 
Ея 
эи-кратный корень, то орь дроби можеть быть отдЬлена а чиели- 
телемъ которой будеть постоянное количество 4, а знаменателемь 
зи-кратный множитель знаменателя, огвфчающ этому корлю, въ т-ой 
степени. Во. вторую чаеть разхоженн множитель этогь будеть также 
эходить въ зваменахель но только въ слелени на единицу мельшей— 
по крайней мёрф. Эту ‘теорему мы примфкимь ко второй дроби равен- 
- етва (2): получаеыь ея разлощеще, подобное разложению (2); затЪмъ 
поегупимъ тавимъ же образомь съ 3-й полученной дробью и Т. д. 
Такимъ обрязомъ мы позучимъ слфдующй рядь разложенй, число кото- 
рыхь будегь вообще те а 
е 


Равенетво (2) намъ говорить, что если знаменатель дроби иметь 


Рева) : 
4 ® 

ав ета а) 
а] 4 $. (=) 


СО — аа" 


ый — Ат =), 
2—9 9 
складывая эти равенства почленно и лая сокращения, получаемт: 


7® А А, Аи Не (= 


вое ата Г Реле ^ 
Воть какая форма разложены проби нмфется для случая принт 
миожителя знаменателя. 

227. Коэффишенты 4, 4,, 4,, ....Аж_1 ЭТОГО разложешя находятся 
олфлующимь образомт. 

„о Изъ формулы {3} прех. $, умножая обь части на (х—а)” и отбуа- 

выная значекь у {„_ь тенерь памь уже пепужный, пибемъ: 

па АА ед Аа РАи ее о" ) 
подагая заБеь хэва, во№ члены правой чвохти этого равенотьй? ® ис- 
влючешемъ перзаго обратятся въ нуль, такъ какъ множитель ихъ {2-1 а) 
будеть вуль; отеюда: 


д — Иа) 
Ж#а=а $9)’ 
— величние конечная, отличная отъ пудя, ибо пи знаменахель, ин чиеди- 
. тель не равны нузю. Перенося въ формулЪ (3) пред, 8 тленъ, водер- 
жащи 4, въ первую чаеть равенства и приводя слагаемыя къ одному 
знаменателю, получим: 
Ид 4, 4, 
2 аа ва аа 


{2) 
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ТАВ по подоганавкВ вмЪета А его значен ивъ (2), лёвая часть сокра- 
татоя на (2—4), ибо правая, но приведенш воего въ одному звамена- 
телю, не будеть содержать въ немъ отененя (;—@) выше # — 1-ой, & 
можеть быть и на высшую степень: эъ послёднемъ случаБ нёкоторыя 
инь А, А,....будуть нулями. Примёвяя къ этой дроби только что сказан- 
ное, можно опредёлить 4, а затёыь А,, Аз,.... 


Примъръ. Пусть дана =" ; она разложится такь: 


Е 

(а--1)* 
Е РЕ 
оО, 


Умножая 068 части равенства на =. имВемь: 


2-1 О 
э-=А-Ая НН . 
Полагая #—0, нолучимь: 
а 
А=—. = 
э-- в =0 ; 


А . 
Опредвлимь теперь 4А,; для этого переновимъ членъ я; вЪ первую 


часть равенства и подотавляемь вмВето А его величину: 

а 14 4 9). 

ааа о ата Па, 
приводямъ къ одному знаменателю: 
2341-11) _ 4,4, 
азея-ЕТ) те 

умаожая ла 2%, полулимь: 

а 
23-11) Ара фа, 


и] 


или, сокращая: 


Для опредёлешя А, будемъ повторять тож самыя дЬйстыя: 
о ЗЕ: 4,9), 
НТ 39а Эа) 
лли, приводя къ одному знаменателю я сокращая на 27: 
2—4, М. 
оО = Ге’ 


помножая па 2, получимь: 
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отсюда, полагая 2==0, получимъ: 


Итакь дробь приметъ такой видъ: 
ен 11, №. 
И а 

=) опредфляется такамъ же способом: 
#3--1 
де во 

приводя къ одному знаменателя: 


2 Ще _ (=) , 


Эа а мт 


отвула 
фене; 


а потому: 


2 --1 5 1 а 
ней в Ра 
Для повфрки должно сложить о правой части. 
228. Козффишенты А‚, Л; ,...А»-: форытлы (3) 8 226 можно найти 
еще другимъ опоеобомъ. Равенетво. (1} иред. 8, именно: 
№ ан , и „(9 
р 9-4 .А,(2—а)-- Ага)... РА а" (--а) 5’ 


дифференцируемь одинт, два...и наконець # разъ; будемъ имфгь: 


Е] 4,42 Аце-а)-|- Ааа 

Нео Аь 9-е" П е) 
1)” о 
[| нваади-вч 


и бя) Ан ду 5-8] (3) 


[ п р р. 


ЕЕ 1 4ь-@--1..3.2. Ана) 


вы № @) 
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полагая въ этихъ формулахь х==а, во члены правыхъ частей этихъ 
равенствъ, за иеключешемь перваго члена, будуть пули; —относитель- 


$ 
но члена (х— а)" <=) 210 ВНАНО иЗЪ того, что производныя его 1,2,3,...4-го 


порядка при 5 найденных но формуяЪ Лейбнижа, будуть во вобхъ 
членахь овонхъ содержать множатоль (т—@) въ различныхь стеценяхь 
ие ниже первой и потому обратятея въ нуль при 2=а;—изв” формулъ 
{2), (3), (4) тавамь обравомь будемъ имёть: 


А, | 
2... , 8) 


а=е } 

Послфлняя изъ этихъ формулъ есть общая форыуля для нахождения козффи- 
щентовь въ (1): стоить только вывето й пололавить 1,2,3..т—1, и 
мы получимь вев коэффишенты. 


Яля примфра $ 227 дробь О ва Е ч.6. 
Иа А. 
Е ® 
прежде воего упростимъ эгу дробь раздфапвши чисчитель на знаменателя; 
я жл. ь 
ет” "дет, ©) 
беремь теперь производных этой функщи: 
И)" (2141-@-12= 22—2#—1. 
[о тр ааа © 
Пе" ча) вый ва Пай 
[=] Ю @--ь (а) 


ево. 


И») дать 9 нь 
-о ть [я] т 
[=]. =. 
9) «= 
откуда 4,——1,  рАшеви тождественныя съ полученными раныие. 


229. Наконень сушествуеть еше одивъ сповобъ, гдВ при помощи 
простого дфлены. паходятся козффищепты 4,4,,4,.... Положамь въ 
формул (1) $ 127, именно: 

ее) 
ци ретуч 


Курсь даффер. п нитегр. кочнол. - зв 


аа «8 а 
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=—а-=й; тогда 2==а--№ подотавляя это въ формулу (1), получимъ: 

Ка--ь р), 

Е ВЫ 
отсюда видяо, что, если числилеля и знаменателя лЁвой ласти этого 
равенства разложить по отрокз Тэйлора по восходищимъ отеневямъ № 
{функщи здфеь ифлыя,) и выполнить дёлене до э-го члена, то первые 
и членовъ второй части (2) и продетавять ото часеное отъ дфленя 
чнолителя на знаменателя до ш-го чшена. 


Даа нашего косяфдняго примфра Ге есть: 
. 2'--1 ре. 
и тра: 


изь равенства х—а-=й, тавь вакъ у нась тенерь @-0, сафдусть 
х—=й; потому мы можемь злёсь прямо производить дёлене, не прябьгая 
къ сторон Тойлора; получим: 
1-2 аа 
Ея, [9 
1 тя 
и такъ хакъ первые три изь коэффишентовь частнаго будуть искомые 
козффищенты А, А, А,, то паходимъ: 
ы А=1; А, =0; 4, ==—1. 
[А, получилось равнымь нулю лотому, что въ выражеши (3) не входить 
члень, содержащий 2 въ первой стешени], Дёля (3) на =*®, получимъ: 
та тот, м. 
а-я 


‚ Вьбе , пед 
230. Вь $ 226 мы паши, что дробь — Е у можеть быть такъ 
разложена; 
В) А Чы 1, $2) 

[с 9 —@-— ЕН аж Нее ВЕ 5 № 
кд6 4, ...А-а постоянный. я предыдунци разсуждеши къ 
дроби Е о, если онл содержигь Въ своемъ знаменатель и-кралвый 
множител, 2—1, т. е. если $(2)==(#—В)" р, (2), мы можемь въ свою оче- 


(х 
редь эту дробь ы и разложить на проетЬйнИя такимь обравомъ: 


42) о 


АН Неа 


г6 дробь @ уже не водержить въ зпаменаяель множителя (2—6); 
Фи 


3) 
фц(=) 


въ дробью мы мощемъ поступать точно такьже, и т. х. Про- 


— 243 — 


должая это и подетавляя каждое разложеше въ предыдущее, мы полу- 


1) 

=) 
Ед (фа) (9. 

такое разложене на прослЪйш дроби: 


чимъ для дроби воторой знаменатель 


7%) А | ] 
Иа а)" | 
В |. 
е5" | (3 
Те 


ры кооффищейты А, Анд. Анн В, В.В... Вь_н.-. 9, 9,9. 

опредёляются по предыдущему [$ 227—229]. Для общиоети мы пред- 

положили вов коряи знаменателя кратными, ибо если вакой либо корень 

простой, то соотнётегвенный показалель влвдуеть принять ==1; напр., 
. если 9 простой корень, то будемъ имбть 9—1. 

231. Въ прелыдущень разюжени коэффитеяты могуть быть полу- 
чены постененно для кажлаго корня а, 5... 9 по каждому изъ вышейзло- 
женныхь способовъ; но воли требуется найти все разложене, то пользу- 
этея для этой цвли часто и елблующим»ь способомъ, извзетнымь подь 
назвашемь стособа неопредвленныхь козффиаентовъ. Онъ состонть 
воть въ чезь: напиеавъ для ‘данной дроби разложеня вида (3) пред. 8 
съ неопредьленными коэффищентами 4, Д,, А... В, В. итд, 
приводять веб члены второй чаеги къ однему знаменателю и склады 
вають числителей; располаган эту сумму но отеленямъ 2, сравнивають 
ее съ даннымь числателемь и приразнявають коэффищенты ири оди- 
заковыхъ стеиеняхь 2 въ данномь-числителВ н полученной суммВ: это 
доставить нажь какь разъ столько уравненш, сколько неопредфленныхь 
хозффишщентовт, причемь относительно новалдиехь эти уравнены будугь 
первой степени, и мы ихъ воегда можемь рышить по способам, извфот- 
ных изъ начальной алгебры. Что уравнемй будегь етолько, скольхо 
пеизвфотныхь, въ этомъ можно танъ диться. Во второй чаети фор- 
мулы (3) пред. $ праводимь къ одному знаменателю члены, отвфчаюиие 
паждому корню порозяв; получимь: у 


Те) _ Ара) ГАД Ана 
И) — (2-—а)" 

ВВ Виа-Ь +. Ви а(е—Вы, 

= т 


Фе 9—9" 
{2—9 


м 


теперь легко видёть, что по’ окончательномь приведени въ одному зна- 
менателю, степень числителя будетъь меныше отецеии знаменателя на 
единицу, в потому числитель будеть занлючать сколько члевовь, сколько 
единикь къ показатель степени знаменателя, & какъ разъ столько и 
неопредёлеяныхь козффищентовъ, какъ это легко видЬь, именно: 
та -....... 

Можно требуемое число уравненй получить еще, подотавляя столько чает- 
инуЪ.значени х въ (3) пред. $, сколько искомыхь козффищентовъ. 

232. Въ случа мнимыхь корней зиоменателя данной проби, раз- 
ложеню ея на простЬНийя дають другой вижь, ибо по предыдущим 
правиламъ получаются ревультаты,. содержазще мнимыя величинь. Пусть 
И) 
Ее) 
хомпдененые корви; оян будуть, нопарно сопряженные: воли одинъ 
будеть «--В то между другвми будеть а— ВЕ, ть ит и мы 
будемь имёть: 


знаменатель дроби при вещественныхь коэффищентахь имфеть 


ев е-2-- Ме), 
(©(=) — произведеше вебхъ остальныхъ множителей). Гредположимъ сперва, 
что эти корни простые. Тогда отеюда, по предыдущему будетъ сшловать 
такое разложене нашей дроби: 
Иа А’ в 
737] аи 79} (1) 


но . 
Га ро Ге-вд 
Рей Ре: 
(см. $ 225); послфдня выражеши будуть сопряженныя кожплеконыя, какъ - 
извфетно изъ алгебры, а потому можно положить: ° 

А=М-- М. и В М— № 
стало быть формула (1) тавъ перепизнется: 
—_ им № $). 


А= 


э® ы 
Пряводя къ одному знаменалелю первые две чдена, подучимъ: 
а) Рем а--Ни ад 9). 


Е (2) еб `` 
Выполняя умножене въ чиелитель нерваго члена и`отдёзяя вешщеотвен- 
пую часть и минмую, получимь там: 

Зз—а)—МВ--{ Ма-«--ыВ Ме) | Мегаемз= 
аа) 258, 4) 


а потому будеть: 
1 _ме-я—2, 3. 
Е®) фт $2) 


(5) 


— 245 — 


ели положить Р--2М и 9=—2Ма—2 №, то эта формула (5) при- 
меть такой винды 
9 _ Ре 8. в 
В Тов), 
Воть это разложене н предпочитаетен для случая мнимыхъ корней, 
233, Выведя форму разложеня дроби иа простёйпия въ сзучаБ 
пары сопряженныхь комплекеныхь корней у ея знаменателя, покажемь 
тедерь способь для опредёзешя коэффищентовь Ри © и фуннща $2). 
Сь этой ифлью перенесемъ первый членъ правой части равенства {6) 
пред. - налфво ‘и приведемъ тёзую ‘часть къ одному знаменателю; 
пПолучимы: . 


(1) 


Отеюда видно, что первая часть равенства должиа сохращалься ма 
(2— а; е1Ьх., ест мы будемь дфаить 7(2) —9(2)(Ре-- 9} ва 
{=--# 8% то остатокъ оть этого лёлени, который будеть первой 
степени относптефьно м, и потому будеть содержать два коэффищента, 
заключающие въ 6% Ри © въ первой степени, долженъ быть тож- 
дественно равенъ нулю, когда Ри @ вврно опредёлены; поэтому, ваобо- 
роть, мы получимъ паллежашит значеня Ри ©, прираввивая оба его. 
`воэффищеята порознь пулю п рыная по Ри ( полученныя тавимъ 
образом два уравнена. Подетавзяя найдевныя значеюя Ри © въ чает- 
ное, опредёлимь и 42). Поясиимъ сказанное примфромъ. 


Принтръ. Дробь” 

327- _ 2+9, 30) ы 

. 24 а Наа-ы" (2) 
ибо корни полинома 2*--«--1 комплекепые; поступая по вышеизложен- 
ному правилу, будемъ пибты 7. 


давая в- |1 (2—2 ИР). 


(9 


ое и 
реа, ® 
ая рат 
Производя въ лЪвой частя “этого равенства дфлене, получаехь частное, 
равное - 
| в РУНаАР- 9, 
и остатокь 


(ОР ЗОВ, 
который, пе- доказанному, должень быть равеяъ нулю тожзественио; слёт. 
> БР, 
откуда 
Р==0, 
и 
50-5Р—4=0 иди 590—4=0, 


откула 


Подетавляя найденныя значеня въ цаше частное, получимь: 


4-е Риа-Р- Ф-а--Е. 


Итакь данную намъ дробь мы можемъ предетавить въ слбдующемъ вид: 


4 1 
ры о 8 5 @) 
2 =-|- 1) 2. ара ж- 
ТИ ел 
р 
Если бы знаменатель дроби 9 имёль мнимые ко ни, 10 
Я ЧТ р 


въ виду того, что эта дробь въ нистознцемь случа имфеть требуемый 
вижь, дальнёйшее разложене не потребовалось бы; но, тавъ кан зна- 
менитель нашей новой дроби иметь вещественные корни 2--ИЗ и 


1 
22-5 


2—3, то, какъ намъ уже извфетно, дробь аж 


— мы можемь раз- 


ложить такимъ образомъ; 
1 
ры 

“5 а в 


: 5) 

2421 9 ув вуз. в) 

числитеяи А и В мы можемь опреявлить уже извфотнымь намь епо- 
собомь: 


1 
22-5 | 21-108. 


2 УЗ == 13 1073 ° в) 
1 
225 | 21—1073 _— 214-1073. 
#—2—УЗа=:-Уз -ПУЗ 16уз ’ 
отв, онончательное равзожеще нашей дроби на проотбйшя будеть: 
баба ^_ 
{ а 4=--П} _ 
вот: 208 | аи 
о аыеНЕ 10у3{#—2—у3) ’ узё-2и8) 


234. Оть раземотрЬннаго въ $ 282 случая легко перейти въ тому 
случаю, когда знаменатель данной дроби будеть имфть кратные жом- 
пленные корни. Въ этомь случаБ и сопряженный корень долженъ 
быть одинавовой кратности, такъ какъ мы разематриваемъ только фуик- 
щи въ вещественными хоэффишентами. Мы нашли въ пред. $, 970 въ 


7 
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олучяЪ простой пары сопряженныхь комплекеныхь корней дробь раз- 
лагается такъ: 


8. +0 У, @) 

[ею 2) ев В Г о* 
помножимь обВ части равевогна (1) на 

1 
тогда мы получимы: 
78) _ Ре е 
Ге а ое) егор Гея)! 

слЪдовательно въ этомъ случав мы можемъ отлить оть данной дроби 
дробь вида: 


Ре _ 8) 
ель" 

т. е дробь, ныБющую знаменателемь количество (т—0)*--В* въ сто- 
пени кратности этой пары сопряжевныхь корней, т. е. въ слелени 
27, и другую дробь, тоже водержатую въ знаменател то же количеегно, 
только вь стенеши по крайней мБрЪ ина единицу меньшей, Поетупая 
тавимъ же обравомь со яторымь членомь раваожешя (2), мы подучимъ 
подобное же ему разхоженте, и, постуная такь дальше, получимъ. оду 
ий рядь равложений: 


Де) ‚+0 + 42) } 
Ге ду не) ев @-—а-- Ро те)’ | 
(=) Ре 
е-а- 9) ЕЩЕ НЕ 5)’ К 
и о Ра на 


С С ВВ 


екладывая почленно эти равенствя, по сокращении получаемъ: 


Аа) Во Ре, 
[ео мео) [е о оу-НИ ев и (5) 
+ ВЕ ры Ребе, фа, 
ии Не-а - 38 


235. Показан, какъ разлагается рашональная дробь, когда ея зна- 
мератель имфеть э-кратиую пару бопряженныхь корней, мы должны 
локазать, канъ находятся коэзффишенты Р, 0,Р,, 9,.....-Рь-ь Фъ-ь Но, 


перенося въ (5) пред, $ налфво’ всё члены за исключещемь поолёдиято, 
мы будеыь имбть, по приведеши хъ одному знаменателю: 
—{(Ра-- О-о а-я В. ОРа ие фыо-е _ 
ии) 
Че, @) 
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отсюда видно, что чиелитель дроби лЬвой части должекъ длиться на 
[(2— 2)1-|-8%]* безъ остатка; но этоть дфалитель есть полиномь оте- 
цени т относительно 2; остатокь будеть степени 2—1 и потому бу- 
деть содержать 2 коэффишентовъ, въ которые Р,0,Р,,©,,..-Ри-ь ил 
будуть входить въ первой степени; приравпивая эти коэффищенты нулю, 
мы будемъ инёть 2т уравнешй первой стешени относительно этихь 2% 
зеличинь Р, @ и проч., откуда и пайлемъ ихъ. Можно было бы находить 
_Р--® 
Це 
перенесемъ нахфво, то получимъ дробь которая должиа сократиться па 
(1—и)* +В: изъ этого условиг найдемь Ри ©; затВмъ посл этого пере- 
РЯ, 
НИР 
сократяться на (2—2) 8% и чакъ дахье. 
236. Изъ предыдущаго видно, что если 
Еее аа в. де ое ду]. еб, 
иы 
Е) 


я постепенно одну пару Ри © велфль за другою: если 


неся валфво, опять полутимъ дробь, которая должна 


то правильная дробь разложится такъ: 


4 4 ] 
Ра) вает" 
Вь В, 
ОЕ Г 
Ко 
и , в ддт Н 
АНЯ т" е" . } 


Написавъ разложене дроби сь неопредьленными коэффищентами, мы 
можемь найтн посяЪлье, приведя веЪ члены второй части къ одному 
знаменателю и сравнивая почленно чиелителей обфихъ частей равен- 
ства: это доотавить намъ столько уравнений, околько неопредёленныхь 
воэффищентовъ, первой стенени отновнтельно поедёанихь, откуда мы 
ихь к опредёлимъ. Можно подетавлять и частным значеня х въ чисаЪ, 
равномь чнозу неопрелёленныхь коэффишентонъ: тогда тоже булемь 
имёть отолько уравненй, сколько неязьфетныхь воэффищевтовъ, для ихъ, 
опредёленыя. 
Прилтрь, Положимъ, что намъ дана дробь 


а) 
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и требуетея ее разложить на простЬйшия. Имья въ виду соетавь зна- 
менателя, эту дробь мы можемъ такь разложить: 


2—2 да В 2210  Вео,. й 
ее АТРЕНКОЕНОЕ Е ©) 
Приведемъ правую часть этого равенетва къ одкому знаменателю: 
2—8 
я 9 
уче Веер Ф) 1) Ре Фей. 
о еже” т” 


отброснвь знаменателя въ обфихь частяхъ, тавь какъ онь одинаковъ, 
фаскрывъ въ иравой части скобки и расположивъ ее по убывающимъ 
степенямь х, мы получимьы: 
27—32--1=(А-- В--Ре (А В бе В--Р)й- в 
ел 2в-- ОНА В-Р-РиНА— в 9-0.) 
Сравнивая коэффищенты при одинаковыхь стеленяхь х въ обфихь 
частяхъ, получимь слфлуютуя шесть рявенствъ: 


АВА —0. 

ТТ А—8- 9, =0. ] 
1) 24--28--Р } (5) 
ТУ) АВ 9=1. 


У 4--В-Р--Р 
У) 4—В--0—©=1. 
Изь равенотвь Т, ПГ и У находимь чредъ сложеше ихь: 


4(4--В=—3 паи Ав, 


а изъ равенетвъ И, ГУ и УТ такъеже находиуъ: 
4(4—В-—2 па А-В, 


охкуда находимъ: 


5 
В=—5. (6) 
Подотазляя эти величины въ ЁЬ П, Ш и 1 уравнешя, получаемь: 
3 8 1 
ро ры Ф-- 0-0. <) 


237. Разлагая дроби на просубйния, мы всгрётнаи сафдуювие четыре 
пита проспныничить бробей: 
А В во Ве 
сое Ею 2 0 
жа. (#5 (2—2) [2—2 9 
Для того, чтобы умфть ивчегрировать дробныя фунвиш, достаточио 
разобрать” вакъ интегрируютея дроби этахь четырехь тиновъ, такъ 
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вакъ интеграль суммы равелъ сумм иятеграловъ. Итакъ, пристуиаемъ 
„ЕЪ интегрировантю дробей этихъ типовъ: 


т а, ‚а этоть послфдий по 8 218 сводится къ 108: 
4: 
4 пще-о-о. ©) 
и | =. Вынобя В за знакъ интеграла и замбвяя выражено 
= 15 ему равнымь (2—6) -”, имфемъ: 
Вах 1 , 
= - .- З 
ово Руана 


по 88 217 и 218. 


ш ее вые. Придавая хъ чиелителю — Ра-РРа (что мы 
можемьъ всегид одёлать, ибо это ==0), получимь: 
[Сено [ео а ее 242... (9-04 (д 
ай”) ее ео о-в" 


Проивтегрируемъ прежде лервое слагаемое, а затбмъ второе. Умножаемъ 


. Р 
чиблителя и знаменателя на 2 и выноеямъ 5 ва знакь интеграла; бу 


демъ пмфть: 


Г Раоадне _ РЕ вах = 
Пение ы ав © 
чнелитель полученной дроби будоть дифференшаломъ знаменателя; при- 
мВнимъ методъ подстановки в положимъ 


ча 
де (4 — да, 


‘тогда 


а нотому будеть: 


РГ’ 2е—в)аё _Р [“_Р, 
ОНА Е 9 
или, подетавлая величину 2: 
| Ре—аг _Р 
ране неа -НИ ® 


Мы ие иридаемь здбсь постоянной С потому, что она вее равно сольется 
©ъ другою: потому придадамъ ее за разъ въ конф. Вторая дробь инте- 
грируется такъ: стерва будемъ имфть по $ 217: 
(Ре фах 4х . 
Е о РЕН ая ® 


позагаемь здЪеь 
я—@а= ви; 
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дифференцируя, получим: 


дс = Вау; 
зноея эм въ наше пот будемъ имбть: 
Вау 
+5 а в рен" 


Е вынося В за знажъ [: 
Чу _РароГ аи _ Ро 
| В у = ; 
Ра оо В фр в ау 
подетавляя значеше у, получимъ окончательно: 
(Ра 0)4е _ Ро 2—4 
и че 8 ее (8) 
Внося (2) и {3} въ формулу (1), получим: 
а аа Рец онвн-Р9-9 
же 5 [(2—)*--В*]- В акс г но ©) 
238. Переходить въ идтегралу 1\ топа: 
{Р» ее, а: 
г) (Р-р ® ==. 
] ео] 
(Йля простоты опуекаемь далыше значекь #-Г у Ри 9). Приба- 
внмь нъ чиельлелю —Ре-- Рх=-0, п разобьсмъь выражеше на два 
слагаемых: 
№е-- 9х Ра 42 
а ве ОЧНО [икик- 
Пеау-рва дев -89 [е—«и-- ВЯ] 
Разомотримь каждый членъ въ отдёльноети; сперва 
^ Реадав . 
ава" ° ©) 
Це а} 
Умножимь числитель и знаменатель па 2 и вынесемь 2 въ знаменатель 
за знакъ интеграла. Полагаем здбеь какь и для перваго члена интег- 
рала третьяго тина: 


(ава 
2(2—зае--аз; 
подставляя въ формулг (2), пайлемъ: 
РГ 2—ддаь Ра: Р [ нар. 2 
2 ее РиНы | ааа 
и подохавляя зпачене 2, окончатезено: 
Г Рае _ -Р 1 . @) 
МраниЕ ВТ)" 
Иитегрируемь теперь второй членъ формулы (3); вынося постоянное 
(Ра-- 9) за зпакъ нитеграла, позучимъ: 
и НО 
= а" — [(=— Е 


дифференцируя, получимь: 


(5) 
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Полагая 
(#—®—8у, 


де Вау; 
подставляя въ (5), сокращая иа В и вынося В?"-Т въ знаменатель за 
знань интеграла, будемъ имфть ивтеграль: 
( (Ра И (6) 
(ев " Вт и-ЕО 
Займемся теперь нахождещемъ интеграла второй части. Здёь п>1, 
и потому прямо найти нельзя этоть иптеграть, какъ нь случав и==1, 
когда онъ приводится *ъ атоу, а потому поиробуемъ примфнить мегодъ 
интегрированя по частлуь. Сь этой цблью, замьчая, что множитель 1 
всегда можно вообразить въ числитель, и что 1=1--у*— 9%, мы прел- 
ставимь нашь интеграть такъ: 
Чу ие (и*-- ву } т) 
и о“ (у у” 
{разбивая на два слагаемыхь). Въ первомь члень по сокращеши на 
(у“--1) стелень и знаменателя понизитеи на единицу, и мы будемъ 


будемь имвть: 


имть: 

й ау мои, 8) 

у до бир 
второй же членъ въ (8) булемъ интегрировать но частямъ, полагая #=у 
и = тохда 
в й 
= |9. 
4би=4у п ен 


Этоть поедфды!й пнтеграль найдетея есь помощью подетановки: полагая 


(ра, обл. Че==уйу паи" уду =, и подетавляя, получимъ: 


| Г Ч ее ООВ: 
8 2 им биг 
и, накоцецть, подставляя выфето 2 его величяну: 
{( уд’ 1 1 
г |2 . . 9 
вы-то 9 
Потому по формул интегрироващя но частныь будемъ пыфть: 


об еноеКя я 
НБ ы ПН 
Подотавляя только-что получепное въ равенетно (8) и имя въ виду, что 

1 2. 
1 


{16} 


З 
, получимь отту 


—`@— 2—1} 
Г 4 1 у 2—3 у 
я 2—1) = бир 9 
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Эта фармула сводить интеграль с5 поназателемь п къ друголиу 
2% показателем на единицу низимь. 


Примфняя къ р 


;—: эту формулу, мы понизимь отепель зяа- 


аи 

ъ‘менателя еще на единицу, такь что придемъ къ интегралу | -— 5: 

о диницу, ид "раду фо 

продолжая поступать такъ все далыше м халыше, мы придемъ наконецъ 
г 

ИЕ 


Легко вывести общую формулу, дин приведешй интеграла 


въ интегралу вида а этогь послбдый приводится къ атеву. 
—@ 
НО 


3; ит. д; предла- 


ау Ч 
т" Дл 
кавмт это сдфлать читателю самому, какъ примфуь для упражнешя въ 
интегрирован по частямть. 

239. Цоненамъ изложенную теорию прпыфрами. Интегрируя въ $ 221 


кт алой, подставляя значеня | 


выражен [причвръ У]. мы разомапривали только тотъ олу- 


4: 
чай, когда корни знаменателя мнимые. Разберемъ теперь тоть случай, 
когда корни дёйствительные, т. е. когда 5?—4ие>>0. Рыпая уравиеше 


И —4ае 


а29--65-|-в=0, получаем, что т одно изъ этахъ 


значенй 2 для краткости означимъ чрезъ а, другое чрезъ 8; тогда по 
евойству уравиенй второй ехенени: ах? --рх--с==0(2—а)(2--В); отеюда 


=) ев) (п 


Этоть примбръ подкодить къ случаю $ 225, з нотому наша дробь 


разлошитея тавъ: 


вая к -е 
3 
ад @) 
приводя направо къ одному зваменателю, получаемъ: 
1 _ Аа В--Ве-а). в 


227 е-|- в {2—2){#—В) 


Сравниная чиолители этого выражещя съ числителемъ (1), получимь: 


4(#—В Во *)-(а-Ви— 48 — Ва. @ 
Сравнивая кооффашенты при х и члены независяше отъ д, подучимь: 
0=А-- В, 
1_ (5) 
д=—48 — Ва. 1 
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'Изъ уравиенй (5) съ двумя неизвъотнымы А и В и опредёляемь ихъ; 
изъ перваго имбемь: В==— А; внося во второе, получяемь: 

1 

2-е), 
откуда 


2)’ 


а, олд, 
1 
2-5 
Подетаваяя значення А и В въ формулу (1), получаем: 
1 4, В 11. (6) 
ада 2-12 2—8] 
о . 
д. И вае, в==2-Ий= ; 
2а 2а — 
откуда: 
(а — В) = УЗ чае; 
вабл., 
1 1 1 т 
а УЕ = СЕРИЯ, —ь Уи © 
2а За 


Это выражеше можно проинтегрировать сразу. Помножая на @х и при- 
нимая во внимаше правила Ти П $ 211, лолучимь: 


се Ц т ” 4 —_ #2 _ ВО) 
аеоване“ ум | ори \ ри 


За 2а 


р. 


Га: 
каждый члепь интегрируется по формул 5 19(2—6), а потому 


а 
бр = 
] = фа. = № и 4ав\ | 
и - ) пов “) 


24 


В: 

ИИ 
но разность логариемовз» амиа логариому чаетнаго, © 
2-НИ дао 


+6 


“ йх _ 
авар 


уе Е Л 
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(Выражеше это легко запомнить, такь вакъ первая его часть (242) 
ссть производная отъ знаменателя нашей дроби, а вторая часть хорошо 
навфотна изъ теор квадратныхь уравненИй.) 
240. Раздьяаемъ еще примёръ: найти 
Г орвйеА 
Лекрениее 22-92 


По (7) $ 233 этоть интеграль разлагается из таыя проетыищи: 


а 
& 5 о 
й 42 + (21-] С —21-}-19/ 3) 
52-21 И З и8(+—2--УЗ). 
Легко видЪть, что 
=. 
Ее 
Полагая 
т 
я 
п подставляя, получимъ: 
УЗ 
Чу 2 ие, 
Е 
и 4 
умновая же ша >, будемъ имфть: 
+ № _ 8 @ 
| Варе 5уз “ 


Далье: 

С (ениЗ)а= ЗЕ--УЗР 4 _ 20, З а 
Е 2—3) из 5. УЗ 10/3 ве—2-УЗ) 8 
((-2--0у8)а=_—Ф24+0ИЗ( 4 __ —в-у8 

Чоу е—2-уз)  пуЗ ут” 103 
по цетавляя изъ (2), (3) ы (4} въ иевотно (1). лолучимьы: 


10 {=— 2+3). {4) 


| 2.53. 21 в 8 ен ЕЕ 
{и-а-- 1-42-10) 53 УЗ 5 
8 (Ша И и отио © 
оз —ю8(+—2—И3)-- туз 108(#—2--иЗ)-- 


241. Возьмехь еще одинь приифрь на интегрироваше ращональной 
дроби, обнимающй вов, случаи: нуеть хребуется найти 


--2 
}=- парь-оеа)“" 


® 
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Для этого сперва разложимь дробь на простёйния. На основан изло- 
женнаго въ нредыдущихь 58 это иояощр будеть тнт ‘такой видъ: 


За аа д, _ 
ЕН © Пененея+ 
Ва, , 2) 
НЕЙ 
По правилу $ 224, прямо получаенъ: 
За 9 16 


Реп «=—2 >” 248” 8) 
Коэффищенты А,4А„А, найдемь по способу, изложенному въ $ 229, 
т. е. по способу дьленя. Полагая 2=1--й, будемъ имёть: 
а 2--2—8(1--В) (1-2 =4-4-5 4-39, (4) 
(о-я--1) а) 5-8) 3-21-63 63й^.|-3341-- 97-445) 
Дёля (4) на (5), получимъ въ часёномъ: 


4 3 34 
ия чЕ... 


а потому будеть: 
13 84 

А, и: А--—51 4548" ©) 
{Предлагаемь для провБрки найти эти воэффищенты по сповобу диф- 
ференцированя 8 228). Остальные коэффишенты могуть быть найдены ^ 
ло споеобу $3 229, но также и по слблующему ©пособу, о которомъ мы 
раныте тавже упоминали ($ 286). Ветавивь въ равенство {2) вайденныя 
величины коэффишентовь 4, 4, 4, В, затьмь, давая х каюя-либо 
четыре частныя значения, лохучимь четыре уравнешя съ четырьмя не- 
извфотными Р, Р,, ® и ©, коорыя отеюда н опредблятся. Пусть эта 
зпачешя 2 будуть: 0,-1,|-2, |3. Нодетавхяя въ (2) найденныя значе- 
ААА, и В, будемь вибты: 


1 8 35 6 
оВВИЕ я в 98, 8 

ев Кая Гаре + 

40 Ре, 

ее» п Кая РГ 


Подетавляя сюда #=0, получимь: 
14 
+ (8) 


это—лервое уравнене. Затфмъ подетавляемь въ равенство (7) значеше 
х==—1, получимь: 


(7) 


Ро 6: 69) 
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отсюда `при помощи (8) получаенъ такое о поотволене 
Р+Р, 57 ` а% 


это— второе уравнеше. Теперь подставимь въ равенство (1) значеше 
2=2; получажы: 

ЭРО, и) 
это— третье уравнеше. Нахонень для позлучешя четвертаго уравненя, 
зыВето того, чтобы въ (7) нподолавжять #=8 *), чо потребовало бы. 
довольно большихь ариеметическихь вычисленй, мы продифференци- 
руемь это равепетво (7) и положимь въ лолученномь производномь 
равенотвй 2==0; мы будемь имфть хогла четвертое соотношению. Итакъ, 
обозначивъ для краткости чрезъ ЛГ и № чиелитель и знаменатель лной 
части равенства (1) и дифференцируя его, получаемтъ: 
| №62—Ю— Ме ой Иуе--а) } 
1-е пчее-- О оа--е--2)-е—ей--е--04] 

№ 


18 21 16 
= т. м _ м 28 
ет ее вр (2) 

(ае-- ПИР—2(22-П(Ра| 9. В ее) -—(Ре-- 9) @2--0. 

(ее аи 
полагая здЬсь 2==0, позучимт: 
Вар, 9-8. (и) 

Это— четвертое уравнеше. ТРЫная теперь уравнешя (8), {10}; (11) и 
{13), опредблимь коэффищенты Р,Р,, 9,9. Нзь уравнешя (13), имя 
въ виду (10), получимъ: 


1 8 
5 19-9 у. 
откуда 
23 
29-95: 
но по (8) 
1+ 
9-9, —=—57' 
а потому 


Подетавляя эти значешя © и ©, въ уравневе (11), получим: 
й 22 и 
ЗРНИР,-=—5т ши Р-р: 


*) Это предльгаемь читетезю выноднить самому. 


Курбь диффер. и ввтотр. ночяел. 
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принимая во внимаше {10), получимъ: 


2 

Р-у: Рем’ 

Итакь, всВ воэффищенты опредёлены.— Подставляя ихь въ равен- 
ство (2), умножвя его ва 4х и интегрируя, получимъ: 


3—2 4% [ 4х 18 | 
ре 22—10 ея" 
З4ах | 164 пе (2--5)4 
в 24822) "эт 2-21) 


Вынося постоянные множители за знакъ |, имвемъ: 


[ За —2--2 а» с НЫ 
@—ба--ИЖа--3) 27) (2—1 Дет 
и 92 1 а-Зах т (22--5)а» 
заза Неро" та. 
Интегряруемь каждый членъ въ отдёльноеги: 
й ы 4 (2 ет. 
21-1 7—2 (2—1 


18 (2—1) 181. 
2 ее п Я==Г! 


47 34 
3) О , 548108 (#— 1; 
16 2 _ 

4) Ве $408 --2). 
Найдемъ теперь послёднй членъ, а затвиъ предповаёлний. 
в 1 [2-94 
57] 21 
Постараемся преобразовать числитель такъ, чтобы часть его была про- 
изводной знаменателя, для чего разобъень 5 на (1-|-4) и, вотавивиия, 
будемъ имфть: 
1 [ребе _ 1 (вере, 4 [а 4 __ 
ан т ат) жует 91] ара 


(4) 


пен 
у (+5) + 
Интегратъ 
е 
ПЕ 
Се} ++ 


найдется, полагая согласно ПТ $ 231: 


1-3, 
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Е 
в За; 

4 
подставляя это въ нашъ интеграль, получимь: 


У: , 


сад. 


| в 2 ато 2 8 5 зов (7), 


Вен) УЗА-Т Уз УЗ УЗ 
Итавъ, внося это въ (14), будемъ ныБть 
1 [22-54 1 ВИ 22-1 
6) эт | анеЕ эт 08 +=) = и ( Уз 
Переходимъ теперь къ отысвканию антеграла 


Помножая числителя и знаменателя па 2, затёмь имфя въ виду, что 
—6=1—7, получимь: 
[ (#—аа _ 1 (2 б)ар 1 (ит та 
авео в а (5) 
(ая 1 а — —_. 
р ен эиеРу Заря 


Займемея поелфднимь членомъ; его можно такъ предетавить: 


ИИИ: 
|. == 16 
трея ив) 
полагая 
т > 
И: 
и подставляя, преобравуемь ваигь интеграль въ такой: 
т 1.8/3[_ 42 2873 ет) 
2 8 ааня-тУ Др 


еле 
 Вообраван зь числителв множитель 1 и замвчая, чю 1=1--2* — 2”, 
разбьваемъ интеграль на два такимъ образомъ: 

[Е ня” =ын- | ее 08) 
Интегрируемъ поелбдяй членъ по частямъ. Положимь 
и=2, Фь= 


и* 
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тосда 
242 1 
м-в 5-й ця 
а потому 
р Е вн 
Яя 5 тат т 
внося это въ (18) и дывя приедет нолучимъ: 
{а 1_2 4 _1 
— # 9 
ния ВЕ! р я ой 9) 
подставляя значеше и, будемь имбть: 
22-1 
1_ 3 22-1 о 
=> 5 ав, (20) 
у 2 Чечне 2 уз 
а яотому по 16 и (11) будеть 
1 № У @ те, МУЗ, ыы? 
ре 9 ре беру ТТ д 
Внося это поелёдыее въ (15), получимъ: 
#3 = ара 12-1) муз 221, 
ети 5. (= 2-17 веер“ Е уз 
а олд. 5) т.е. 
1, а = р 48 о 
Пень ВНР" — дара 8Г уз 
Теперь, внося это и изъ | —4) и 6) въ формулу (6), р имфть 
328—#--2 Эт 131 
[< роще) = оеерЕКА ты 1) 
16 тт 10 МУЗ ре 
о -- 2 -еЕт  Бояа-Е ВЕ 279 «у 5) 
1 ы 
м. пи" у о р 
22у3 25-1 12-2 Й 
не о-— р ое - акб - и Зенеск) + 
й — 8274-3029 --152—25 
Зрерие и 


__ 22,3 24-1 
| уз) + с. 
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ПРИМБРЫ ДЛЯ УПРАЖНЕНЯ. 


) Е а и 5.6. 
2) [ые == у с 
й (3—2)а= е 
3) о 

тей КЕ 5 

у? 

и 7 ме(рузнуе-- С 

`(ва--Оат и 48, 
ть Зву ЗБ Бут Ес. 


Е Ь , 
5) ыи- Кузен +6 


- роте Тиоще-{ с. 


ео 2 
ри еня +6 
1) тва а Ое- (= 


и ета = 
ен ое унию 
она 
оу, 

15) р а вит ре с 
о рчерн 
о ааа (Е) +0. 

18) ве = пены) +0. 


— 262 — 


(ода Ва 5. 


в ме, ети) +6. 


д— а 
ыы о ИЕН чуме). 
21) нЫУ 5 э-Н 
чу Ен 
п реваь т пче-о 
о Е ие 0 


25) ах 04 1 
а-я) 1-8 
0,5108(1-- 2) — Оо --2°)-- 0,6408 -{-22) -- 0ОФагоше--С. 
‘ар 1 ры 1 Уз 
26) ея (я +8 
842 
27 орва”” (ая за) + 


"2045 НЫ 
28) |: иене в) — Ру 8 


> 


80) | В ка синь ато ее 3-6. 


4 28%2—1 
81) и $210 рр «(7 = +6. 


тэ 1 ай Е 
Е 9 а (Е 


ем а + Чад ЗВ 
вече Неа + 
1 ты еы атс тив ( 7 ЧЕ) + 
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8)“ 


За 
38) | 82—06 у 
мо 


ГДАВА ХХИ. 
Интегрироване радинальныхь фунншй. 


242. Самый простой случай интегрироващя радикальныхь функый 
тоть, когда функшя, находящаяся подъ знакомъ интеграла, предетав- 
дяеть ращональную функшю оть дробныхъ степеней одной независимой 
перомвнной. Положимт, что намъ требуется проинтегрировать слдующее 
выражен: 

ваг 
ЗИ, 2", =", в’) [0% 
6Ъ этой цьлью поступаемь слфлующимь образомъ: найдемь наименьшее 
кратное знаменателей я, 4, $ при показателяхь степеней незавивимой 
леремфнной 2: пуегь это наименьшее кратное будеть №; означимъ допол- 
нительныхь множителей этихь знамевателей чрезь и, 4, и 3,. Поло- 


Бимъ далЁе, что 
В 


=“, 6) 
тдЬ 2-новая перенфнная: отсюда будемь имЪть: 
2“, 
и, вафд., 
де = М2\-14г. 


Умножвя чиелителя и знаменателя показателей каждой степени 4 на 
соотвётетвующаго дополнительнаго множителя, нолучимъ: 
1 
о о . 
Подетавляя теперь найденныя значешя х я 4х въ нашьъ интеграть, 
получимъ: 


хата 


==; 2 


‚"} Фе МГИ", отт, ам, инета. = (3) 


Итакъ съ помощью простой подотановки мы свели нахожденще интеграла 
функши съ дробными степенями перемфнной на нахождеше интеграла 
ращовальной функц, что мы уже знаемъ. Примфнимь сказанное въ 
примёру. 
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Положимъ, намъ требуется найти такой интеграль 
8_ 
И. 


2Из--3уз 

Дия назнего примфра 
эж 
№М=6, Е 


а дополнительные множители будуть: 


в —2, 1-8 и & 
потому, если положимъ 


д 
в сы. 
ат байав, 
то напь интеграль приметь сдфлуюзцй видь: 


_Уаь ее 
МР 


8 _ —_ 5 
(160 Ух-, Узи к Уз-=2). Прикимая во впимане, что 


у 

1 з 205 
(8) — (341468. 

626 (22*. |3) (=. 4594-64. оу’ 


мы можемъ нашь интераль разбить на два: 
62442 _ |" 1 8 1( 4 
Зав | 42—20 .. 
Е | (че о 
Первый интеграль сейчаеъ находимь: 
у 1 аа. 1 з 
а 2162 в 16. 
| (ы 46) 4 зри-Е6у =. 
Найдемь теперь второй интеграль. Мы ето можемь предотавить въ та- 
комъ видь: 


полагая теперь 


и сова. 
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мы получимь: 


из 
: #1 УЗ 1 ы 4 еду рем И? 


а Гея Путя ув 


Сафд., 


в 


52 


624 ЗГТ, СЗ 41 В . 
а —1 52 нда мыИ 3-6 


отвюла, подохавляя вмвото 2 его очен лолучимъ окончательно: 


5 Е у 
Уз. _ Вай АЯ 9 ы аки (И) а -+с. 
2у2--3у = 276 
243. Разсмотримъ теперь другой болфе обный случай интегрирова- 
шя раликальныхь выражен, въ которомъ заилючаегся только-что нами 
разомотрёнлый вать частный случай, вмепно: 
= „ 
ах-- 6)" газ" 1ае-ф 
— (= га) , =) ы ев И ® 
гдВ Г рашональная функщия. Вь этомт, случаф поетупаемь тавъ же, 
какъ и въ предыдущемь, т. ®. находимь наименьшее кратное знамела- 


трг 
телей дробей т означимь это наимекышее кратное чрезъ №, & 
дополнительныхь множителей чрезь 7, 4, и ,. ДалЬе положямъ: 


3 
| ы 


=, 2) 


откуда 


Гая это по 2, нозучииъ: 


ааа! 
дифференцируя это ныражене, получаемь послё упрощешй и сохра- 


щение 
__@а—веМе 45 


(@— 05") 
Подотавляя найленныя значеня хи 4х вь нашь инлеграль, нолучимь: 
(а@ — 66) Ме" Ш 
и 9 
Такяхьъ образожь мы и въ этомъ общемъ случаЪ свели нахождене инте- 
трала радикальной функщи х къ нахождению интеграла рацопельной 
функшк 2. Возьмемь примфръ на этоть случай интегрированы. 


Курсь диффер. м митегр, печесл. 
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— 968 — 
Положим, требуется найтв 


Е ОИ 
ЗУСЕИ— пт 


этоть интеграль нужно сперва представить въ такомъ вид, чтобы онть 
подходить подъ реземотрёнвый нами елучай; такъ, очевидио, онъ подъ 


него не подходить; сперва его можно такъ представить: 
р ро 


( ЗУ -\- сана 
ата Чата аа 


дёля числителя и знамёнателя на первый членъь знаменателя, будемъ 
мыЪть: 


#) 


) 
Положимь теперь 
(® 
са2$4., 
1-5 
=” 
откуда 
1—8 
я-а ы 
и 
р [9-26 (1 — баг 12 
` ОЕ пря" 
подетавлия въ ($), будемь имфть: 
1 
. 1 242 1-2 
на РЕ 
--@* и - 12 : 
Е 1—2 “(2 
11—= 
= | 
ры 


а речничниии, 


хакь извфотно. Этоть интеграть мы уже знаемъ ‘какъ найти, что и-иред- 
лагаемъ одфлать читателю какъ примфръ дла ‘упраннеиы. 
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244. Если бы мег имЁли подъ знавомъ интеграла дробныя степени 
не оть одной и той-же дробной фупкщи первой стешеня, а оть раз- 
зичныхь, то ивтегрировая!е вообще нельзя выполнихь; искяючеше состав- 


„ляеть нитеграть: 

Л уеьу ке ак @) 
его можно свести на интегралъ изъ выражевм, содержашаго ращенально 
одннъ квадратный корель изъ полипома второй степени, каковыя выра- 
женя можно проинтегрировать, вакъ то будет показано ниже. Въ самомъ 
ДВА, положамы: 

Иа 
отеюда будемъ имфть 
а а о И вв 

и я утв -Иа «= Я у" т СЕ В опар 2.4, 


подставляя этк выражешя въ нашь атегрозь, дадимь ему видъ: 


2 
| е- —@ Е к Де. © 
Онъ предегавляеть, частный сзучай такого: 

Гуа нродаь, __ 6) 
тдВ / овначаеть ращональным дьйстыя надъь ши уже. Но 
интегрировать выражешя виза (1} мы можемь только въ томъ елучаб, 
когда въ немь содержитея ие болфе 2-хъ корней; ибо если бы въ нихь ©0- 
держалось, положимъ, # корней, тогда бы въ выращеши {2) мы имфди 
3—1 квадратныхь корней изъ поликомовь 2-ой стецени, а тая функ 
щи проинтегрировать вообще невозможно. 

245. Итакъ разсмотримь способы интегрироващя подобных» выра- 
жешёй, накъ (3) прех. $. Пусть намъ дашо найти: 

Иглу а-родах. а) 
ели вЪ отомъ рек а>0, то Уа веть вощественваи воличина, 
и мы употребимь первую подетановну Эйлера, т. е. положим: 

Уи е—уа-- я ®) 
возвышая въ квадрать, получимъ: 
ай Вх ре-тая У ава"; 


рЬшая это, по вокращеши, относительно х, булемъ имёть 
. #—е 


Иа’ 
откуда 


ав (62—22 а) 92а 9- аки в 
{$—2Иа2* .” {$—2уал)1 
Подставимъ теперь вмЁето 2 въ правую часть (2) его выражен! чрезъ 
8; получимь ио приведения къ одному знаменателю; — _ 
т _ Иа) аг) _ Уве ая 
р. = — — ‚ (5 
уни Зуя Бор» ‘© 
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(3) 
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Подетавляя теперь найдеяныя выражен 2, 42 и у ай Баре въ (1), 
получинъ: 


УИыу аатрыруаь 


2'—с ‚Ие-ы Иа) > —Иав-ве— Иа. 28 
у $—зуя } ол ® 


Такимъ образомъ мы свели нахождеше интеграла радикальной функви 
хь нахождению интеграла рашопальной. фупкийа, ибо хотя въ выражене 
{6) и входять корни, но они извжекаются только изъ воэффищентовъ, 
а не изъ самихъ иеремфилыхь. 

246. Въ одномъ частномъ случа интеграль, подобный иредыду- 
щему, находится весьма легко, и этоть случай полезно замфтить, такъ 
какъ онъ ветрёчается весьма част. Это именно иитеграль: 

_ 

Уна” 
Нодотавивъ въ это выражеше выфото 47 п Ия ее ихъ выраженя 
чрезъ 2, пайденныя въ ‚прот. $ мы получим: 


а Е 
Е- Е С ИИ 
аы-\- Увы “ и 
. Зуя. 
Иа. 1 ор -—2/2.2)--С, 


5—2. Ув 
нда, выравивь 2 чрезь 2 съ помощью (2) пред, 

й к 
еен- ур ЗИчурыяре фаз -0= 
ур Заз —зувуаеРыьЕЕЕ- С. ри 

а 


Основыванеь на потом свойетв% хотаривмовь, можно написать: 
2-8 
РА а 


(2 22-2’ ув аа фи Ее 
1 — дас 


о 


086 — 4ае) 0, 


") Умножая числитеая и знаменателя подъ знакомт, 105 ва 
Ъ-2а2--2Уау вая е. 
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т 2 
или такъ какъ уе —4@6) иредогавляеть собою постоянную вели- 


чину, которую мы можемь скрыть въ С: 
4 +8 з 12} 
Гане еб Вага ушя-ЕьЕ-о)--6. 60 
Это-- вторая форма вы даннаго интеграла. Мы прямо пряшли бы 
ку нев, взявъ во (2) пред. 8 знакь — предь Уч. Можно получить еще 
третью его форму, складывая равенегва Ти И н дбя ихь сумму на 2; 
мы получамъ тогда: 
Я 1 поди вузу аби е 
ий ва“ ‘23а —Зуау аи 
ре этому поводу замфтимъ, что ивтегрировайе пе разнымъ способамъ 
чаего дветь результаты въ разанчной формб; однако, сели интегрирова- 
ме слёлано вфрпо, то непремфнно оть одной формы можно будеть пе- 
`рейтя къ другой. 
241. Разсмотрёиный пами интеграть 
р @& 1) 
У а фт 
весьма легко находится по способу Абеля, и именно въ послЬдией форуь 
{110. Положямь въ эгомъ выражени 


Пары Ес= В; (2) 
тогда 
и*-|- 
дифферевцируя это равенство, по: 
Зах- (3) 


дифференцируя это послфднее равенство, по сокращен на 2 получимъ: 
аав= Вах | Вай’; 
откуда 


аа а’ 
И ыы 
подставляя это въ данный интегралъ, получаехгь: 
№ Че "а& _ ав’ = 
| ве. (5) 


Теперь разложимь дробь о, а а простЬйния съ помощью уже извфет- 


ныхъ нымъ правилъ; лолагаемъ: 
т А 
> (6) 


м находимъ 
1 


Иа-+- Е] в=Ув 


| 1. 
—Вв=-Уа 23а 


— 210 — 


Г $ а + Г а _ 
уз зу) в-ув 2уа)Е-уа > 
ыы уе) зу (Е у) +6 
06а члена съ 102 можно соединить въ одишь; такимъ образомъ будеть: 
Г 4х тя). 0- 
Учй--2-е 2уа \-Уа 
т ( ВА ЧРУЕ) 5%) з 
2Уа ‘\2Вв—2уав 
и пе о-оу ву Ее 0%, 
2Иа “\2а2 виа а Ре! " 
Итакъ, мы по сповобу Абеля получили результат, тождеетвенный съ 
1?) пред. 8. 
248. Раземотримъ теперь друмя Эйлеровы подстановки. Ноловамь 
требуется найти: 


ма Ум а-е) а=, (1) 

й 
тв 

и<0, 6>. (2) 

Мы могли бы и здфеь употребить первую подетановку Эйлера, но въ 
такомъ случа мы получили бы мяямыя выражения; во избъжане этого 
мы употребляемь слфдующую вторую подетановку Эйлера. Впрочемъ 
эта вторая подстановка примфнима и тогда, когда @>>0, лишь бы было 
©.>0. Положим 

Узы е-=Ие-ч аа, (3) 


ТДЬ 2 новая перемфнияя. Опредфтимь изъ этого ураввени 2 


[о 


подотавляя выражеше (4) ввото 2 во вторую часть равенства (3), бу- 
демъ имфть: 


а 


У арен 
и изъ того же выражешя (4) получаемь чрезь лифференцироване: 
д" 64 (2 е2— — 
—@—# Рус уе? ея ое, (6) 


= 


{5} 


*) Умножая на 28 чполитезя н знамелалеля дроби подъ юр. 
**) Подотавдаа вывсто Нин 2 НЕ" ить значевя изъ (9) и (3). 


— а — 


Зотавляя найденныя` значения 2, Уз -Рёз-Гс п 48 въ данный инте- 
грать, получимь: 


урыо- 
Ш ЗУе2-5 ие-ыьУ #9 о - 


а—# (а—2)? 
тдБ подь знавомь [Г стоить ри разиональная функшя перемфнной 2. 
Когда @>0 и г_>0, тогда можно употребить и первую и вторую под- 
отаповки Эйлера, какъ уже было замфчено выше, 
249. Разсмотрииъ сноза уже звакомый намъ интегралъ: 


[9 


4% . 
| умя-Р био" 
онъ приводится въ данномъ случяВ къ такому: 
о № 
рае аа, 
а это выражеяе, какь мы знаемъ, приводится къ |0. Чтобы это одлать, 


разловимь дробь а ва просрБйшыя; будемь имфть: 


я 
1 А В 
у Ну 


ДВ 
| т 1 | г. 
Уеян=уя За Ула.=—Уа ЗУа’ 


влфдовательно: 


[а тр 4 УЕ 
р |- ——=.-- 108 с. 
ет р а 2 и в =.) у 
Мы можемь, аи и знаменателя выражения подь 15 умножить на 2; 
тогда, замфчая, что жг-=уаа р е--Уе по (8), получим»: 
“ й С @ 
о. (ие +=) 0 
унты Я уз чув 
м „(у ЕЯ )- 6 
у. в \зИаруе-Увяфь то 


Мы нолучили такимъ образомъ онить новую форму для нашего инте- 


грала. Коля-бы мы подожили Уаз Е р-ре-=-Уе--2е, 10 мы позу- 
чили бы еще новую форму, которую получимъ изъ этой, мфняя знакъ 
У Ис на противный. 

ели возьмемъь полусумичу обфихь посхвднихь то будемь имёть 
выражеше, легко приводящееея къ тому, которое мы получили въ 8 247 
но способу Абеля. 
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250. Разсмотримъ теперь третью Эйлерову подетановку, которвя 
‘употребляется, когда корни полинома, находящагоея подъ знакомъ ради- 


каза ивя- еее, булуть вещественные. Пусть эти корни будуть я и 


В; тогда, жакь мы знаемть, 
айс ав — а (#— В). (1) 


Положимъ теперь 


Иа а Ре= (аа, {2) 
откуда, возвышая въ квадрать и сокращая 0бф чаети на 2— <, получимъ: 


(2— В) = ев, 


а отсюда 
® ара, га 9 д ай (8) 
подетавляя найденное выражене 2— а трезъ 2 во (2), получиыъ: 
У тее- ЯВ И, 8) 
а сяВд, 
[Иеузатрырда 


приметь Такой видЪ: 
ав — ие" Ва ав — =) .. 
ВЕ г, ея ав, (5) 


пизвероа: 

| Иен е)аз=2 а 

т опять подъ знаномь будемь имБть ращональную функцию 2. 
Примвнимь это къ нашему прежнему примфру: 


И а-- = 
Этоть пнтеграль въ этомъ случаВ приводится въ Тому же виду, какъ к 
въ предыдушемь случаф, т. е. къ виду: 
а 
ыы аа 
Помножая чиелителя и знаменателя на Уа(2— а), подотавляя затьмъ 
вуфето (— ма ему ре изъ (2), мы будемъ имЪГь: 
Г Кеану, ух 
и Ре я азия 
Коли бы мы положили Иа -Рба-[с --(#-- В)», то точно также при- 
шли бы въ такому резу: ту 
4 п —В-Изуа 
У яд ее Р. а(=—В}—Учуа 
Полусумма этото и предылунаго двогь намъ посл легкихь преобраво- 
ванй-ту форму лая чашего интеграла, которую мы получили по ©в0- 
©0бу Абеля. 
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Примеры для упражненя: 


о В э э [5 42 . 

у уе” “уве 
Преллатвемъ читателю найти эти интегралы съ помощью вевхь. З-хь 
одСтаНОВокЪ. 

251. Если бы мы примфнилв первую подотановку Эйлера, когда 
@<0, то мы получили бы результаты въ мнимой форм; сравнеще 
того же результата ов получаемымь въ вещественной форм даеть 
иптересвыя соотношеня между показательными и тригонометричевьйми 
функздями. 

Тавъ мы нашли въ 8 246 [формула И]; 

ы 4 1 и и 
узер- ураввяньь-лузу аа 


Если а==-—1, 5==0, е==|-1, то мы будежь имбть отеюда: 
а 1 

== =:102(—82 2 ТИС; 2) 

я у Е2У-ТИТ- =) (2) 


или, взявъ интеграль, ночезающй пря 2=0 [для чего С’ опредёляется 


изь уравнешя; т ца — 1 СТ, слблующее: 


("а 1 Ва у—тит- 
- 108 —- {8) 
| уе Ут ( ут . 
или окончательно, сокращая на 2—1 подь 106: 
„2 а ЕВ рии 2) 
==. 08 (ИГ я+/И-1). {4} 
я УЕ 


Но сь другой стороны 


6) 


сифдовательно, сравнивая (4) и (5), получаемь: 
1 < Ш 
ЮУ 1— 1 -ту— 
уе 
Полагая теперь агезша=ф, будем» имфты 
х=т, У1— 2 —003$, (7) 
и предыдущее равенство обратится въ такое: 
1 . 
уро И =, {8) 


откуда получимь, умкокая ва УФ—1Т и переходя отъ.логариема къ 
числу: 


) = ато. (6) 


си вре. 8) 


Курсь даффер. а затегр. нечвол. з 
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Перемёная злвеь $ Ф на —©, получинъ: 

608$ — У ож Г-вУ-, (10) 
'Изъ этихъ обоязь раненствъ, окладывая и вычитая, въ свою очередь 
‘получавгь: 


дно ль (11) 


2 


й ет" 
р = 


(12) 


Эти формулы показывають связь между показательными и тригономет- 
рическями функщями. 

.252. Интегрироване выраженя 

[ 4х 


ИН [в 
@-чу фж--е 
можно свеста въ интегрировашю выражены вида уже раземотрённаго 
нами. Въ самомъ дЪЬ, полагая здвеь - 


в—в—1, (2) 


будемь имёть 
1 
ии и 4=— 
у 


подотавиия это въ нашъ ннтеграль, получимъ: 


—9у Е . 
ТИ аа (а+! ПН + Иаву-ет ву 
У 
располагая подкоренное количество по отепенямь у, получимь инте- 
тралть вида 
РУ-ЕЫ 


ПРИМЪРЫ ДЛЯ УПРАЖНЕНИЙ. 


И | и (++ У 


г @ 1 
В ее у ур 
э [== _ ео), 
ее Уеры о уе 


м . 
они -- ое ее. 
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5“ д 

› [руси 

6) = — = 
Уи 


зб 
А-В бот ено- ве Зеай +6. 


1) ие 


МХ Поры РАЗВЕ ЛВИИ 
9 [рт ВНГО 
ах 
3) =_= 
( ее, , 
а ЕЕ аи | зерен И 
о | уз 
10) ры 2 


— ” . уж—@ 
11) я — Ивар -аатонв (2 }-+с. 
я 
12) (—29_ В бдь ая | Зато =} [0 


Уаз 
19 [оное урл Чиа рИЕоЯ)--. 
ще 
рай 
15) С м ау 
Саус мо 
7—1 ВИЕЙ й 
т еероуят а }+0 
17) а уровни 2) -- ©. __ 
Е Заеаигя Зы ур й 
НЫ 


. 4% БЕРНИ , 
в Д-РисЕАТИ и м у-я }+с 


з° 
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ак — = 0 
20) Те кутоя узи (= = + 
ре _ д ЕС 
2 раста и Ч “ 
ы. 2-е |, 
9 ри” ИЕ о 
28) | ИЕ: 32) т =? 
9 [тЕЕРуЕЕ 
в [ (аа В 
Дар 


9% 


ГЛАВА ХХИ. 
Интегрирование трансцеядентныхъ. фунищий. 


253. Всегда можао проинтегряровать такой интеграль 
деи, 
тяь Г алтебранческая фуйкшя изь тёкь, кашя мы умфемъ иитегриро- 
вать, а $5) — транепендентная‘ и $\2)—ея производуая. Въ самомъ 
ДВ, полагая 2(7) —2: олд, 42 —=9'(в)ах, получимь. иатеграль 


| У: 
Примере 1-й: 


[бе 


Полагая 
. 108 <=) 
сад. , 
4—4, 
д 
будемъ имфть: 


рии от о +6 


ели же #==--1, то напгь интегралъ приметь виль: 


ее о-ов ов) С. 


_. 42 
05% & 
Примтрь 2-й: 


Полагая 


сах, 


Примьрь Эм 
„ее, 
Эту фуниню можно преинтегрировать если { фунющя алгебраическая 
паъ числа тЁхъ, который мы умёемь интегрировать. Полагая 


а, 
будемъ имбеь 
вал -= Че; 
откуда 
2-4, 
а: 


вставляя, получимь: 
92 
[пеь- [о 
что воть интеграть отъ алгебраической фуняши. Этой категории 
Пралиоръ 4-й; 


| ее" 
Помножаемь чиелителя п знаменателя на е“"; полаткень ©“ ==2, откуда, 
дифферевцируя, находимъ:; 6х = 42; елфд, будеть 


1[_ 94 т 1. 
фары ат? ато + С: абв С, 


ими 6: 


Пелагая 
ее”. ей, 
а. 


и подотавляя, будемь имть: 
1 


1, 
@) 1—2 


& этть пера есть вида, равомотрённаго въ конц предыдущего $. 


р 


'Интеграль, 


также можно привести къ тому-ще виду, полагая 


только вне" 
Приливрь 6-й: 
ово. @) 
Этоть интограть можно проинтегрировать только тогда, когда /— цфлая 
раповальная алгебраическая фуншя. Полагая 
Тоба=еу, 2==0и, 
откуда 
даже ду, 
мы будемь изть: 
ов — ГГдеду, (2) 
а тавой интегралъ, когда /(У) ееть цътая фунещя, можно найтя, и даже 
нфосколько болфе общий интеграть: 
ета. (3) 
Вь сакомъ дВаЬ, полагая здфеь 
и— а) и бе ах, 
слвл., 
де 


Фиат пон Гевин", 
мы будемь инфты 
21 [аж 
Пдетаь — пет | треда, @ 
тд [ (=) цьлая фуньщя отенеки уже на едивицу низшей. Поступая сь 
нею тавже, и продолная это, мы придемъ наконець въ интегралу 
па". 


Тавонь, напр., ‚ . 
Поет ` (5) 
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при ®)>0. Если же в<<0, слёд, выфемъ интегралъ: 
[2 
о ® 
гдф и— цвлое положительное число, то этоть интеграль еъ помощью 
того-же према можио только привести къ янтегралу 


62 дх 
=’ (т) 
Боторый не выражается уже чрезъ извфетныя фут. _Дайствительно, 
пнтегрируя по чаетямь, полагая 
аа", фр--д-вдт, Га 


и ель. 


мы получемы 


г ея в-1} а 


[точь они: 12а ба, (8) 


®—1 Тя 
Идя тавимъ ро дальше, мы, уменьшая каядын разъ отецень на 
единицу, и придемъ, наконець, къ интеграяу вида 
= 
дела | аа, (®) 


хоторый мы не можемъ найти. Посл6дшй косить назваше интеграль- 
920 лозариема. Нолатая здЪеь 4 ==2, слВд., 


= дк. , 
о а`з 
мы дадимъ ему такую форму: 
6 4е 4 
| 27 ве" 9) 


Въ внаменолезь входить 108; а потому эт выранеще и носить выше- 
сказаняое названо. 

254. Ралемотримь болБе обийй тишь интеграла поелфяняго ввда, 
а именно: 


еее, 
гдЬ # означаеть транецевхентную фувкщю оть 2, а /(2) — функцию, 
которую мы умфемь ивтегрировать. Интегрируенъ это выражене по 
частямь, полагая въ этою пылью 
ы—2”, 4 ада, 
сад, 
фи-- та" аа, о (И). 
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По формуль 
идоио—— Гоби, 
будемъ ныфть: ' 
Дов ая поить 

м 


—[коаа д [оаые 


Если мы можемъ найти [о повлеь, то, интегрируя второй члень 


этой формулы но чаетямь, мы понизимь степень 2 еше на единицу; 
повторня это вое дальше и дальше, если вое будуть получаться во вто- 
ромь членв функии, интегрировать которыя мы умфемъ, мы, наконець, 
придемъ къ интегралу, въ который # войдеть въ нулевой. степени, и 
евхи мы умёемь его интегрировать, то будемъ имвть интеграль и дан- 
наго выражешя. 
Примтуь 1-й: 
а”-Цюремах. 
Но формул (.4), полагая 
Тора и Кр-аеЬ-, 
получимь: 


1 =, д" Г я 1.” 
|= “Фовзта — оба) "| оу ов 


п) 
2” п аж 

== (1092) о За”-14. 

Ннтегрируя подобно этому »2-й членъ формулы {1), уменыпимъ опять 

степень 1042 пз одиницу, и т. д. Предлагаемь читателю вывести общую 

формулу для интеграла этоко выраженя. 

Прилиьрь 2-й: Для второго примЁненя формулы возьмемЪ: 
атевтя) "аа, 
Полагая 


2=агезвыл, /()-1, 


найдет ло формул (4): 
Е 


лота)" ар (оз пав 


ТаЕЪ какъ 


Телерь, нодагая 
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будемъ имвть 
— 24 


аз = уг; 3) 
а ® 
интегрируя второй члень (2) опять но частямь, получим по формуль 
(4) на основан (3): 


| = Че — -—(атовтя "ИУ —я-(и— о (атозте)" 24. 
—# 


Нтакь, посл диухь послёдовательныхь интегрированй по частямъ нока- 
затель степени атезные уменьшилея на двф едилицы. Ндя тавимЪ обра- 
зомъ еше дальше, можемъ придти къ интеграламъ одного изъ слдующихь 
двухъ видовъ: воли И четное, то въ визу /4%=:2; евли # — нечетное, то 
къ виду Гатезньхаж, что интегряруется по чаетямъ; нолагая # = ахоаних, 
фо-=@х, получимы: 


„Уатемижх -= жагезиых —- (4) 
Призаврз 8-й: Возьнемь еще: Мы мюжемь этоть инте- 
традъ тавь предетавять: 
ее--т паз _ Геаь [ет 6) 
пен ен ен» 
'Интегрируемъ 2-Й члень по частимъ, полагая для этого 
ди ее, ру 
тогда будемъ имфть; 
а 1 
В 
и сай 
сах г | [аз 
Е, 6 
рен ® 
подегавляя это въ формулу (3), получимъ: 
ехах > 
р - ино @) 


Кь категорв примфуа {4) стр. 278 относитея и внтеграть вида; 
Потаньуь Ч: 
ГРаятхаа, 
тдё Дж) — илая функшя. Интегрируемь по чветямъ, полагая {(2} = 
Ти 0294: 
Катька == — Г(а)вови-- ГР (з)вовхах. (8) 
Ннтегрируя опять второй члент, полагая /(2)- и, созхах —@о, будемъ 
мы 
Гони Г(адвте — (еее @) 


Куреь дяффор, и птогр, мечвох. 
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подотавляя нь (8), получамъ: 

ГИжеьяат == — У (п)оозе-|- Ра) — Г ()шеах. 90) 
`Умевьшая по этой формулЁ отейень функщи постепенно на дьЁ единицы, 
мошно придти жъ изыботному уже интегралу.—Предлагдемь найти: 

Фатаат и о Дтвовтае. 

Касательно этихь интеграяовь должно замётить, что если << 0, 
то, интегрируя постепенно по частяиъ и понижая стенень т, мы при- 
демъ въ одному изъ олфдующихь илтеграловъ: 

а [ры 
1 & 
хоторыев нельзя проиатегрировать. Эти новым транеценяентныя функщи 


, 982 . 
носятъ назваше интегральныть синусовъ; интеграль ре легко по- 


ибщью формулы тригонбметри привести ЕЪ виду аа, того же 
д—" 
разряда, вавъ и предыдущий. 2 
Примерз 5-й: 


| урдшиощаве 


Интегрируемь по чаетямь, полагая 
и-атощи, до -=Г(а)ак 

будемъ имёть 

Хбагадайт ао Кода (М К и . 
Если /(2) ивлая функшя, то интеграль цфлой фуньши будеть также 
пфлая функшя, и мы во второмъ злевё будемь имёть уже алгебраиче- 
окую функщю. Иитегрироваше возможно и Въ случаф, когда /(2) дроб- 
ная фунюща, есай по разложении на частныя дроби въ знаменател$ будуть 
вхолать етелени оть 2—а нё ниже второй. Пусть напримёръ, 


1 
А) = @—: 
тогда 
Г атее 
ети 
но 
олд 


| Не Е: ОИК: 
@ Виа та Ца ра’ 


= 288 — 
тд второй члень предотавляеть житегрель оль азгебраичесвой функиуи. 
Также найдемь и интеграть: 


атовх | 1. 4% 
яа а) ры’ 


ТАВ в злень есть интеграль оть алгебраяческой функции. Если ве 


К= рт [ее <), а потому: 


ато ах 
еы агонии — 2) ( а 


но здфсь уже интегрирован!е нельзя выполнить. 
255. Разсмотримь теперь интегрироване соединенй триговометри- 
ческихь и показательныхь фунвийй. Веегда можно найти интеграль; 


[ево 
интегрирух но чаетямъ; для чего полагаемь ие и до=-щыфхфх; 
тогда будегь: фоне она, о-= бабой нь ев, в са, 
и о ьЕ И $ питов. ео 


Послёдий члень [е“чооз(6л)4® полученнаго равенотва опять интегри- 
руемъ по частямъ, полагая: 2—5 е“", олфд., Фи == еФайх и == 008 6х) 9х, 


откута о-- Ве, попу 
[еощьдвь- ги) [щи @) 
Изъ (1) пмвмъ: 
5 Гы (8+)42— п етонбыдаь == 6086); {8} 
изъ (2) избемы: 
а | оба дао-ЬДемоо {дав жен (ва; @ 


ТЬшая эти поельдиыт два уравпеня що интеграламъ, 


{бе п еовбидаь 


получижьы: 
| егдибыдае == и. ее ©) 
оби рный вы} : ..` 46) 
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21266. "Весла: можно найти интеграль 


{био а) 


тд8 Г фунвщя ращональная, а иногда и когля она радикельная. Изъ 
тригонометрии извъетно, что 


р 608 дао зп; 
зтт —2515.0035 И 600—605 Ио: (2) 
и также, что 
х 
в ы и 65 ь (3) 
ИИ С 
ИУ тне У ней 
полагая, 
(4) 
булемъ имфть: 
РИ И 65} 
2 ут’ 8 ур’ 
подетавляя это въ формулы (2), получямь: 
. 22 1 
ря я 00= : (6) 
такъ какь изъ равенства (4) сафдуеть 
д Яахоои, (1) 
то, дифференцируя это, получимъ: 
242 
@#— ГА! (8) 


подотавляя изъ (6) и (8) въ нашь ивтеграль {1), будемъ имБть: 


[жиды и НА 


этоть интеграль мы уже умфемъ находить, когда Г ращональная функ- 
щя, а иногда и радикальная. 


Примтрь: 
и 608 @е==У Цит: = 


но по формул тригонометрея: 


еаы., 
Уз ИЕ в уз в быв? а? узы? С 
2” АВЕ аа ВУЗа +0. 
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257. Разберемь теперь три простёИние ‘случая интеграловъ вида (1) 


пред. 8: 
`& (‘а 
‚(е я рев . ©) 
зи’ 6057 „) 12508 


Обратимся прежде къ послФднему: 


ай 
° @ 00515 
| еронь = я =. ©) 
`Первый сводится на него: 
м 
45 4х 8 = 
- ри = Е в ЕС. (3} 
55008 |915. 6085. 


Второй сводится легко на этоть 
к 

ге _[#°)_ 

оз й к) 

5 5 


тд шрреыи, а по (3): 


т _ 
4 2 2 Е 
—- Не оон о-в) +6, 
елфл. 
@: (х.т 
ори ще. [Е 
258. Пранёнимь метохь интегрировавня $ 256 нъ двумь примёрамь. 
"Прими 1): 
4 
Е Фоова ° @) 


Полагая ще и принимая во внимане формулы (6) п (8) $ 256, 


будемь имБть: 


ы р 42 

| ЕН _отЁя а 4» 

авт -{- $005 25 1—# 2аг--6— 62 
ы (Ея) + (а) 


(2) 
т И: ЛО 
би’ 
тдЬ имфемь проинтегрировать уже рашональную дробь Предлагаемъ 
читателю довести интегрироваые до’ конца, 
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В» томуже можно и такъ придти: 
4 
Ге ьые = 
. а5 


$) 


Е: 
48 58" 2 


— © 2}. —--- — 
\ о 608. 2 зи ы — 
роза оокй 6 [99 о — 5 5) „Ваве--Ь(1—в 

'Предлагаемь довончить читателю самому дия упражнеща въ интегри- 
роваши, 

Принирь ПЦ): шо. @ 

} а--5е05х 

Умнокимъ въ знаменателв @ из че ао, ЧТо ==1, отчего не измф- 
инмъ величины выражены, а будемь имть, принамая ещо во внимаюе 
вторую изь формуль (2) $ 256: 


4% 
а--воовх — 


Е 


— СИИ ОИК. 
97 а) +В 60382 Заз вх пя 
воз 5 т 5) | Ъ (с 2—9 5) (е-ЕБ)соз 5+ (а: Баш 5 


253. Легко находится интегралы вида: 
]аш(ае-- 6)вов(ех | д) 4х. 
По формудЬ тригонометрии вмфемъ: 
. 1... . 
81006089 = а. ра) че -— 9) 
полагая р-=аз--6 и 4==2--9, получим: 
зп(ае-- вовсе -{-0} ое |-е)2--5-+- 9] 1 [(а—д=--5 21|, 


а потому будемъ инфть: | 
Уаае-- Бувоз(ех -|-д)4т = 


ее ее -- ме несе д=- 6—9 


1 сов (а-рое-- 6-8] Поза ва 
2 а "ТВ ав’ 50. 


= 281 — 


Кь нимъ сводятся съ помощью того жё нувиа и патогралы въ боль 
пеимъ чноломъ мновачетей того же вида. 
260. Займемея теперь интегрировашемь выражен. 
. ян". в09"д, 5. 
Эготь интеграль можеть быть найденъ и по сиссобу $ 256, при тия 
ПБлыхь, йо мы воважемь другой слособъ, который состоить въ посте- 
певномъ понижеши степеней синуза (7%) и ковинуса (п). Предотавиме 
налеь интограль (1) въ тавомъ вид: . 
Габеигоовиейа = Гепхоов" Аа сова 
но 
Уатлоов"Пеоблае с Гсоз"—12. врут, 
интегрируем это по чветямт, полагая 
== 605"; ‘Фоузавши”жазние, 


ед, : 
а, : `деодя- ИЯ, 
дит Пес — впьйх п о | о 
тогда будеть: 
[перевеса ЗА Я иарорьй-а 
= 760382 = и эр” хсовй--2, (п 


Для того, чтобы здфоь показатели р и я чиеленно умельшвлиев, нужно, 
чтобы было т<. 0 и #>>0, т. е. только въ этомъ случав выгодно 
употреблять формулу (1). При значеши ж=-Т, формула негодаа, ибо 
знаменатель обращается въ 0. Не трудно найти формулу дли олу- 
чая т>Он < 0. Рынимъ (Т) относительно послёдияго интеграла; 
получим: 
} ВЧ сони Эй == ЕЦ 7094200" 
в—1 и—1 
полагая злфеь 
т--2=м и фм’, 
сяфд. 
т== 
будемъ пывть такую формулу: 
в" тов" Ни | м1 
— ЕТ 
Туть опять чтобы показатели чиеленио уменышвлиеь, нужно, чтобы 
12 и < 0. Пра *’--1==0 формула (П) негодна. 
Найдемъ теперь формулу понижевя для того елучая, когда ти п 
имфють олинане знаки. #и”+х можно предотавить такъ: ‹ 
энер ыы бизн == 51" (1 — ©05%2); 
на основаши этого интеграл 
„Гаит-Несов" За е 


я’—2 и и=и’--2, 


ВН СОЗ" фе == — зи” 2605" ках. (П) 


— 988 — 


можно разбить. на два; олагаеныхь такимъ. образомъ: 
Гат есов» Задар == ]аизтдс03" 240 — Га д08 "Е 
вотавляя это въ (1} и опредёляя изь него [з0”соов”жах, получим: 


Несов" --3 — 
ыы аи" а ; Зоо воде. (п) 


— тра Тира 

Зд%Всь. показатель. #2 степени. 5х не изыБияется, показатель же степени 
с08х уменьшенъ на 2 при и>>1, причемъ т-|-® не должно равняться 
нулю. Въ случа т п—0 формула иегодна. Рыная теперь (ПТ) отно- 
сительно послёдняхо интеграла, получимъ: 


г. зан 
} знидоов" 2х == — 


и 


+” НЕ [виеооийе. 


1 ® 


откуда ии’ --2, будемъ имфть: 
На ды ат) 
#1 + 

Здьсь опять отенень зшх не измВняется, а степень 6082 понижаетея 
численно на`2 единицы при 30, иричемь я’--1 не должно быть 
равно нулю; въ противномъ случаз формула негодна. 

Итакъ, 006 послёдия формулы  служать для понижешя степенк 
$082, а степень зшх онЪ не измёняють Для чаетнаго случая, когда 
=1, имъемь: . 

беоне [оо РЕ с. 
51 
Аналогичный формулы могуть быть получевы для поирщеня ете- 


пени одного тт. Интеграль 
Гаптосов"еа 


Полагая ®—2==”’, 


| Зреовиийи = 


можно и такъ представить: 
„аи -лаозтиениюеа == — Гари" 142008'454009л5 
иитегрируемь вослЬднее выражен е по частям», полагая 
ит”, а Чо 005°290082 
тогда 


: сов" 
Фи — (т — 1)5йе"-Эисовхй т и © =] воз" сов 


вт’ 


и од. 


весоозтайи о " ПОООУНЯ, т 

, и ат 
Степени т и и будуть уменьшнатьея въ случа» 20 и и< 0. Въ этомъ 
елучав послфаняя формула не отличается оть (11). Она негодна, когда 
п-|-1 =0. Теперь, такъ кавъ 


| ао" -восоз"- тах. (У) 


698%4 1 — 882), 


7—2 уеов"ай 


еее 
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. ветаваяясото эъ (У) и -рышая по. енииоовиай и, найдемъ: 
. "3208" т—1 . 
мсон"хае — — АТ ОТ х 10" -Зсеов", 
ЭН" с08" те терь Нитра з”” Зиеов"ий. (УТ) 
Въ этой формул степень косимуса оствелся одна и та-же, а’ чтобы 
степень синуса уменьшалаеь. численно, нужно, чтобы было >0. При 
т--п=0 формула эта но голитоя. Опредёляя изъ’ послёдней формулы 
послвдай интехгралъ, получимъ: 


. Во" Н ож 
рты ори ыы эти еознайт. 


Полагая т-—-2 ==, инфень т--ии-|-9, а потому: 


зо 3. Я ы 
| иерей О ОН Рита И [боевой (ю 


ЕТ тт 
Фориула (УП) ведеть къ понижению числениаго значеня показателя зшя 
при < 0; при ’=— 1 она ие годитея. 
Для того частнаго случая, когда и= — т, иифемъ: 
яаедеов-"хбх = Непал ны [Чет яде- о Зах — ах, 
что разбивается на два слагаемыхт, а именно: 
„Пепааеа Дает Зоря — Гарет 


но 
еее, 
а потому 
Л моде ты то 


идя такимъ образомъ дальше, т. е. интегрируя Г”-?хфх такимъ же 
образомъ, мы придемъ къ проетёйшему виду этого интеграла, а именно: 
евли т четное, то въ интеграду [42‘тах=х-- О; если же т — нечет- 


ва 
ное, то къ [{р2@х, который можно предотавить такъ: э=® а это ин- 


тегрируекоя, полагая 00872. 

Звыфтимъ, что въ елучаЪ одного ивъ показателей нечетьаго можно 
найти интеграть окорфе, полагая ==2 другую функшю. Такъ если имфемъ 
Уениаеов-®айх, то Это можно такъ представить: 


аа (8 —_ 5х и. 
„Гашбооя оо [ви ем 


полагая здЪеь 


буденъь имфть 


Куреь диффер. н нктегр. ночясл. я 
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ъопрось сведень танимъ”‘образохь. къ интегрированйю ` рашональной 
дроби. |, 

261. Можно таже нахождеше интересующихь няоъ интеграловъ 
свеети въ случав ноложительныхь показателей на вопросъ. редыдущаго 
$ при ломощи формуть для выражены отепеней зныс и оз? чрезъ синусы 
и косинусы оть дугь кратныхь 2 *). Такь, если дано найги 


„Гаттясов ах, 
то, имвя въ ввду формулы: 
вые 100, деее- ове-- 1 оозвоз 
РИ 005 0088; 


мы можемь его такъ представить 


|“ 09260802 ==. В 1 — 60322) (сова -{- 0382) == | 


= ы [рожь _ в [ока +) соззаае — ; сокбаеоовоке | ; 


каждый интеграль здфеь начиная. со второго, найдется по правилу 
пред, $. 


ПРИМЪРЫ ДЛЯ УПРАЖНЕМЯ. 
1) НЫ С. 


3) Пе Е партоцее-е *)-+-С. 


(е--е-зах 
ы ИИ ко: 


4) — ве бен. 

42 Е: Зю=--1 
ы | НОУ уз 10 
6) | р а 1оз(ювх--У оке 1)-- С. 


о ах С [птовеет--Утовесй) 

У ая — 1) атозеса)1-— 1] 2 ит 
1—1 4 12—1 2—1 

8) °м (бери Е нет с 


4х 
Зюв(агссозх)— —==а700052(1-1юагесозх)-- С. 


и— 


+6. 


*) Сы. Кратёй Куроь Выешей Азтебры. М. Тихоманхрицваго. Изд. 2-е, 
зсправлениое я хопозненное, `Харьбовъ, 1892 г., стр. 22—25, 


10) [ататораае-=Р (Раземотрёть 
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сиучаи четнаго и нечетнаго 2%), 


ов(агсс0фа2) т == атосоех{ 6 — бо(атовова)-|- 
-З[ор(атосор и) [108 (асс) } С. 


12) НО шщи4- 6: 
18) [ое 2-е одов(ия- 2-1) ные. =? 
14) ивы» 2-05 6. 
15) [7 у а Иж" + 
36) 2 поще--овноа-+ 0. 
17) [= зв поовре-- од ору — = и 
1} & И, с 
18) [== =) из уча НЕ ту! 6. 


19) ато) пов — вах | (# адиов( *-) +6. 
‘ах > 2х . 
26) я У Раоее--У Залив х 2 мои 0. 
ау [ое а я(ееНУЗ Ее. 
60882 у 8 ‘2е0з2--УЗ 
ао 1 
22) | ва 8 2 Пореоы > зб) 22] - 


23) увез; г полагая Ушта=а. 
а, у ‘4 Ну. 
25 ( Пе Е У и 
У 1 Гуна . 
55) | ее 5 =. У, полагая щ-Уь 
ин , 
26) {бы созе)у зпие— 008242 ых 03° -- 0. 


зо | ауте 


т 


в в. 
1-2 


8 и а уря--с 


28) = оу Се 5 


э1* 
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29) аи =? 
80) Г’ == | 
РА 1 2: 
8) [ое (о) з19--С. 
82) |чочфае — (- Тм + 53) оне --5Ф-+-С: 
зоо 08" 
33) | водоя фар “АО. 
34) оны эоонир-- а ео — 1 иоое- 5-0. 
35) аеноча- { 903$ -- 55 С чо-- С. 
36) ву 2) эт -- С. 
4. 
| 
т р Пощнно 


по до вор) чиенни +2 
| 


Е) 


= в0=— ЧЕ ор с. 


мар -е-С. 


с 


2 


42) | мии ров вер. 


60; 


эшаф 50ф $ 
в ель, оч НЮ С 
(‘созз 1 . 
349) | За [5-3 ди +8 
45) 


6050 1 1 Е 
| У ы =(- 8” *— 399 вв -в ине 5+6. 


бе иене 


Ё 
= | _ ы 8 иРф-- С: 


30196050 Звозозт?о 
48) о?щеаа = — 2'оовт- Зайти -|- 66052 — бтх-|-С. 
49) Гатагезныйсы=? 


— 203 -- 


50) ее акне 9-2 С. 


51) Е и) +2 
52) етом - 


8.1 
ды рИаве+ Е) + С. 
везвакавниг 20057} 1.2 у 
2-4 т щая--4) 


е=-- С. 


53) ева 


4$ 
59 |= 6608$ = 
1 т а: $-Насов- 
г зо ый а-|- 6005 


+ уИя—а 


55) освшь ы => ЗУт ае(агевти) | тель в. 
—м 


ый 1 Но + З)иТ— 28. атезия -- С. 


з 


1 тя 4-6. 


58) и Ее ивы 1 [ав -|-6, 
59) |паоаотениаи Е ВтеЯруеу т Е 
во у’ ное 1 к ` 


=? 
ГЛАВА ХХ. 
Приложеня Интегральнасо Исчислещя къ Геометры. 


262. Въ началВ интегральнаго нечиеленя мы видфин, что паощадь 
Я фигуры, заключающейся мевду кривой АВ, 38. 


осью абсцисеь ОХ, ординатою Аа точки А этой у В 
кривой, и другою №, точки 2, выражается ин- и 
тегралохмь: 
„2 $ 
—| пе то х 
в ат. 


если у==/(). ‘есть уравнеше кривой АВ. Эта площадь есть функщя 
абециесы х точки М; еели-же М должна совпадать еъ данною точкою 
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В, для которой х==05==6, то мы будемь имфть для площади аАВб 
зыражене; 
- 
|) еда. (2) 
а 


Тавимъ образомь хвабратура, т. е. вычнелеше площадей, ограничены 
ныхь кривыми дизями, сводится къ вычилешю опредбленныхь ‘инте- 


траловъ. | 
263. Пусть требуется: вычислить площадь. круга: 
оао» фо 
39. оть оси ОУ до ординаты точки М, которой абоцие- 
ий са есть х==0От. Изъ (1) инбемь уэу— я, 
ся. 8=ОлАМт выразится такимъ интеграломъ: 
. Иа 
вх а 

о 8} Уяр», {2) 
(вб0 для точки А 20). Найдемъ неопредёленный 

интеграль: 


о ‚ 
зах ах й ха ; 
Ия уй— я 

интегрируя второй членъ по частямъ, будемъ имЬть; 
| прай (у яв; (9 


внося это въ (3), будемь имфть оттуда: 


{уз аа»: Фуа 242 (5) 


(8) 


уе ги 
но 
а 
ЩИ Я озвгозш 2-0, ® 
Ия ив) 1 
Го 
отв, 
[ус за» аут и ао с. (2) 


Исчезающий интеграль выфотБ съ х получится отеюда, когда положамъ, 
0-0, ибо первые два чзена обращаются въ нуль вмфетВ съ 2; тавимъ 
образомъ будемъ имЬть: 


р 1, 
О (8) 
о 2 8 в 
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Площадь звадранта ОАВ получииъ отсюда, когда М заставимь упасть 
въ точку В; тогда будеть х==а, и какъ агои -7, мы получимь отек- 
да для площади квадранта: а помножая это на 4, получамъ площадь 
цфлаго круга=та*, какъ то было найдено въ элементарной’ геометрии. 
264. Найдомъ плошаль, ограниченную эллипсомъ: 

в 

я — 0, () 
его малою и болылою осями и орхинатою точки М, абецисса которой 


есть м. Изъ (1} взавъ у —ви— мы получимъ для искомой ило- 


щвдн: 
И И 
&-| Буа [урезан (2) 
‘ 0? “о 


во входят еюда интеграхжь ‘нами быль еейчась иайденъ и выражаеть 
площадь части вруга радуса « между осью абециесь, осью ординать и 
ординатой точки, абециееа которой 2: 


узы в) 

8... в 
т. в, площадь эллипса между большой и малой осями (она-же ось. у-оръ} 
и ордянатой точки, абециеса которой есть 2, относится кь площади 
круга радуса @ между осью абециось, осью ОУ и орцинатой точки, 
зыфющей ту-же абоннесу,—кавь малая ось эллишеа къ большой. Отею- 
да сяфдуеть, что площадь Е ввего эллипса тоже относитея къ нло- 
шади круга, радуса==и, какъ малая 066 эллипса къ большой; олёд. 


8. 


$ 
влошадь Ё залииеа = га?к == таб, $. в. площади прямоугозениха, ло- 


строеннаго ив полуосяхь, увеличенной въ отношеши окружности въ 
даметру. 
265. Пуеть дана кривая параболическаго типа: 
у" а" [60 


у—а:="; 
слЪх. площадь между осью ординать, кривой, осъю абециссь и ординатою 
точки М будеть: 


= 
| Е СЫ пух 

8 | у. иж 2 ‚ ®) 
46 у тн тв 


отсюда 
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„бухт т; 3) 


бух — Вит, (4) 
т. в; пвраболическая кривая (1} раздфяяоть площадь 
четыреугольниха, построеннаго ма кобрдимафакЕ Чочки 
М кривой въ отношени обратномъ показатехамъ этихъ 
поординатъ въ ея уравненш. Для параболы 2-го порядЕа 
{черт. 40) я==2, теж; олёд, площадь 8==ОММ вдвое 
бозфе площади ОРМ. 
266. Кривыя вйда: 


== {8 
называютея гянерболическими и имфють асвимитотами оси координать; 
для т-=п==1 изъ (1) будемъ имЁть равнобочную гиперболу второго 
порядка, отнесенную въ ея аосимптотамъ. Навдемъ площадь, заключа- 
ющуюся между этой кривой, осью абощиось и двумя ординатами точекъ 
Аи. Будемъ вмёТь 


нэ 


во —*. 
5. Гл я: 9% у 5.п. ии} (2) 


при я>>т можно принять а=0, и мы получимъь для 9 конечную 
величияу: 


ин 

| Втр я} (8) 
«ад. въ этомъ случаБ будеть конечною величиною площадь межяу осью 
ординать и орённетою точин 2. Если ит, то можно будеть положять 
х==00; тогра: будеть . 


._ 
та * 
8-я: @ 
т. е. величина конечная; олд. площедь между кривою и осью абоциосъ’” 
оть ордннаты точки 4, простирающанся въ безконечность, будеть ВмЁть 


конечную величину. — Для тей, предыдущая фориула не годйтёя; въ 
этомгь случаЪ будемъ имфть: 


8 [а == Тя [&) у и 


т. е, въ этомъ случа площадь будеть логаривмической функщей абециесы. 
Если в =1 и 6==1, слВд., если наша кривая воть ху==1, т. в. равно- 
бочная гипербола 2-го порядка, то (5) обратитея въ такое: 


8-ю Е), , | (6) 
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т, е площадь прямо будеть зогариомъ отношеня 5 (пря а=1, эю 


будеть 1о52); отоюда назнаше гиперботичеовихь логариемовъ для нату- 


ральныхь, 
267. Вычислвмъ еще площадь циклоиды. Ея уравненя суть: 
#=4($—809), 
у==а(1-— 008$}; 
ель, 
4-ю (1 — в083)43 =у4$; 
и потому 
8 [и и ай} (1 — 008$) 
® о о 
саба вв. 
о @ 5 2а 
Не 


евлв ПОЛОЖАМЪ : =, а 
„Голиаф ГаотраниФр == 
— — [31990034 == — в19с0зф-|- 3 [35199 005°Х4; 


605% =1 — 31139; 
внося это въ (3), будемь имёть оттуда: 


но 


ое =— 1 аеооно + з зоо. 


«Гипер = — усов = — яиеовр-[./00в%раф 
== -— 19005 --ф — /фа. 
откуда: 
фар = 1 вшфоово + : +5; 


внося это въ (4), получимъ: 


[ром ао Вир г + С. 


а) 


(2) 


8) 


4) 


(5) 


(в) 


(1) 


Иечезаюций выфотЬ въ ф интеграль подучимь отеюдя, принанъ 0==0, 
ибо обтальные члены обращажлся въ нуль вмфот6 оъ $. СлЫ, по (2} 


навю 
1.1 $83 $35 
8-я (-— рабов — аа ов Тб}, 


_Куроъ дяффор. м илтего, нечшех, 
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Е: 3 
5 — поли — пы, {8} 
Чтобы получить площадь ой циклоиды нужно принять $=2, тогда 
получимь отсюда 
Бак. == 314%, {9} 
т.е, ПлощАЛЬ Алой циклоилы равна утроенной площади производящаго 
круга. 

268. Еели требуется вычкелить плошадь ограниченную ° ивовозь. 
кими различными кривыми, напр. кривыми АВ,ОР, ЕР (черт. 41), 76 
мы прежде всего дозины опредёлить коор- 
диваты точекъ ихь пересбченя М, Ми Р; 
тогла искомая площадь 8= ММР такъ най- 
дется. Изъ чертежа видно, что 

9— МИРЕТММ-- 5 ИРр—тИРь, 
каждая же изъ этихъ площадей, будучи 00- 
вершенно Такого рода, какъ разомотрЕнныя 
зъ предыдущихь 8$, найдетея, какь тамъ 
было показано. Еели уравнене 
кривой АВ воть: у), 


41. 


вривй Ср — 
кривой ЕР — 
а координаты точки М суть (2, у,); точки „М—(2„ у,), и точки 
РЫ— (2, у,}, то изше 9 будеть: . 
ы ‘а а 
== [| Реван [^ чае | ф(2) а. (1) 
= =, =, 


Что же касается до 2,12, то они найлутся изъ уравнений, полу- 
заемыхь оть еравлешя ординать обфихь кривыхъ, пересфБающихея въ 
соотвфтетвецной точь. Такимь образомъ 2, пайлется изъ уравнения: 


Из) =), 
я, изъ уравнешя: 
| па), 
и 2, изъ уравнения; 
9) —4(). 


Общие говоря, надобно рышить для каждой точки пересфчешя двухъ 

вривыхь составленную изъ ихъ уравнен!! систему по правиламъ Алгебры. 
269. Для примфра найдемь площадь между нараболою 

арх (1) 

и хордою: . 

у-ех, ` {2} 
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прозеденною `чрезъ ‘вершину ея (черт. 42). `Абециосе точки. М вай- 
детея тавъ: исключая у изъ уравненй (1) и К2), полу- 
чимъ: 


685 — За; 
отенда р 
р 
2: (3) 


слёл, искомая площадь по формуль а) пред. 8 6бу- 
деть: 


Эр 2 


С ро „с? 12 В ‹ 
р з 7 ба 
8. } (евб’ ао |= [= 32 2] 


в 2 2 2} 2.40 __ 2 (2р)*_ (258 _1 (2282 р. 
28 в 2 6 с 30 
270. Легко найти площадь, заключающуюся между кривою, отнесен- 
ною къ полярной системв координать и двумя раллусами-векторами. Най- 
демь оперва дифференталъ такой ллолцади, 
Площадь ОАМ (черт. 43), между кра- 
вой АВ в рамусами начальнымь ОД, про- 
веденнымь въ неподвижную точку А, и 
рвмусомь ОМ точки М, будеть иепрерыв- 
ная фунищя полярнаго угла $ этой точки, 
ибо когда этоть угохь получить безно- 
нечно-малое приращеше А^3 = МОМ, пло- 
щадь получияь безнонечно-малее приращене 
АЯ ОММ', т. е. площади, ограниченной кривою ММ” и ражусами- 
векторами безконечно-близкихь точекь АГ и М”; сафд. можно искать 
ея производную по $. Но приращеше ДА больше площади сектора 
ОММ, описаннаго изъ О ращусомь ОМ точки М и меньше площади 
сектора ОМ№, описаннаго изЪ О радёусомь точки М” (или `наобороть); 
потому будемъ имфть: 


РАЗНАЯ, @) 


откуда 

ик (Ак @) 
но трети чденъ стремится къ первому съ уменьшенемь Л до нуля, 
слвл. и средний, т. е. -. _ 
57°; |5) 
отсюда 
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это дифференщать секторальной плошдди, & евма площадь. выразится 


интеграломъ; 
|. 113, (6) 
=)? 


тдё $ значеше $ для точки А. 
27. Вычислимъ для примбра площадь Декартова листа, уравве- 
не вотораго въ прямоугольной: еиотем$. координать. есть: 
23 у’ Валу -=0; @) 
полагая д=7008$, у--тыиф, по совращени на 7%, получимъ отеюда: 
1 


Завозфат $. Зав) 


со 17$} @) 
сиВд, искомая площадь будеть: 
= я 
р |: Фаея(1 4078) до виза. ® 
о? а 2 да)" 


Бходяный сюда интеграль легко находится, ибо числитель ееть днф- 
ференталь того, что возвышвется въ квадрать въ знаменатель; озёд., 
‚полагая 1-16} -=2, и замфчая, что пра $=0, отоюда 2==1, а при 
#5, 2=00, мы буденъ имЬты 
я 
р заезды _ (ба» ( зй | ( 1 + 
о @- 88 :7 =! [= 1 ' 
внося это въ (3), найдемь некомую илощадь 
За 
8=—. (4) 
212. Если площадь ограничена нфсколькими кривыми, то при упо- 
треблеши подарной сиетемы координать ее всегда можно представить 
44. алгебраической суммой нфеколькихь ©ёк- 
Е. торовъ, которые вычислятоя, какь сей- 
часть было показано вЪ $ 210 и на примрь 
въ $ 271: для этого только надо опредё- 
. лить сперва $ дзя точекь перееченя 
р кривыхь. Такъ, въ случаф, предетавжен- 
номъ на черт. 44, будежь имфть: 
ё х плош. ММР--ОММ--ОМР— ОМР, 
тдф площадь важдаго сектора опредёлится 
по формул (5} $ 210. Координаты точекь пересёчешя кривых, новь 
М, М,Р, найдутся подобным образомъ накъ въ 8 268 для прямоугольной. 
системы коордивать изъ уравнен!й кривыхь АВ, СО, ЕЁ 
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273. Такъ называемое сирямлеме дуть кривыхь лин, т.е. опре- 
двлеше ихь длинъ, тоже сводитея къ вычислению опредёленныхь ннте- 


траловъ. Мы видфли, что дафференщаль дуга АМ 45. 
(черт. 45) плоской кривой АВ для прямоугольной . 
системы воординать выражается танъ: м, 


48 =Уб-Н®А--У ТУЗ. [0 


слёд. дуга АМ выразится интегралом: 
и 9 4 
2 [урричь, 2) амф 
а 
ТДВ @ абенисеа точки А, и х вбецисса точви М. Если 8 абсциееа точки 
„В; то длина дуги АВ выразится интеграломъ: 


[р Ут». (8) 


Здбеь, какь и во (2), у’ должно быть выражено черезъь х при помощи 
уравненя кривой, или-же у’и 4х выражены чрезъ новую вопомогатель- 
ную перемфнную при помощи уравнешя кривой. 

274. Для примбра найдемъ длину дуги параболы оть ея вершины 
До какой либо точки М. Нзъ уравнешя параболы: 


арх, @) 
дифференцируя, находимъ: Г 
=; (2) 
едьх. нокомая дуга выразится танъ: 
Ритм ах 
=) У ыы | У 8) 
о у о у 


здЬеь можно исключить у при помощи уравнения (1), но лучше будетъ ис- 
злючить йх при помощи (2); помножая его на 4х2, мы найдемъ изъ него, что 


ах _4у 
—=-; 4 
92} 4) 
внося это въ (3), будемъ имфтьы: 
9 
1 о 
Ц УР ©) 
Ро 


(ибо при 2==0 и у-=0). Но ось помощью интегрировашя по чаетямъ 


находнимъ: 
у 


уя 
и съ помощью Эйлеровой подстановки: уУу*-|- = -—у--2: 


И: вия) | С т). 
рии У) + (2) 


Ирмир УЕеЧНЫ (6) 
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‘потому будегь 

[ул я-а уу мон ВИЗР. (8) 
Для того, чтобы получить отоюда’ иитеграль, исчезаюний: выфотё съ у, 
доящно придать (== — о ИЧодр, ибо въ этому въ приводите ве 

остальное для у=20; сябд, 
} Ув рые 

Внося это въ (5), найдежы 
И и уу. 10 
85 ру УР 5-8 Е. ) (10) 


Такимъ образомь длина дуги параболы выражается при помощи 
ялогариома. Что васаетен длины дуги эллинеа, очитвемой оть зершикы 
мелой оси, то, имБя въ визу (10) $ 151 мы получимъ для ея выраме- 


ин такой ивтеграль: 
г 
а 
‚= , И, | 


этоть интегралть по перенесен!я кория въ знамеватель такь представится; 


Уи УИ». (9) 


т] 


и разобьется на таве два: 


ыы ат ай . з 
уе яда) ) уееуися 
эти нитегралы предотавляють дв новыя транспендентиыя функпуи, назы- 
вающуяся соотвфтотвенио эллинтическими интегралами перваго и второго 
рода. Интегралы вида. 
= 
| са а ® 
ое) 
вуть эхяяптичесые интеграляы третьиго рода. Точно также и длина дуги 
гиперболы выразится чрезъ эти трансцендентныя. Кь нимь сводятся 
всявй иптеграть вида 


ЛЕВ Ва, 
тдБ Е рашональная функшя, а В (2) полиномь 8-ей или 4-й степени *). 
*) См. вашу книгу: „Теоря эжпипеическихь интеградовъ я эзлиптическихь 
фунвйй, Хирьковь, 1895. содержащую повёЙшее иззожевие этой теорйн. Геошет- 
рическзя прихоженя этой теория предполагается иззожить во 2мъ том наотоя- 
щато курса. ° 
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275. Вычиелимь еще диинусциклоиды, Изь ея уравненй: 


2==а($— 1$); 1 
у=а(1— с08$), ` @ 
заходизгь: 
Яу $ ня 1 
Уи ва: УТУ =— у {2} 
вто 
2 
п . 
аби ое | 8 
влфд. 
-.° з 
‚рить [и 
0 . о 
_ зр 3 
[но ча 1 —вв 5): 
Для цблой цивлоиды нужно принить $91; тогда 
з 
, 1-05, „10-8 
«лёд. 
&иак. = 8а, 


т. в. длипа дёлой циклоиды равна 8 радусамъ производящаго круга. 
276. Въ полярной снетем® координать длина дуги оть точии (х,,$.) 
до точки (”,3) по (3) 8 152 выразится такимъ интегралом: 


„9 
-| Иа, а) 
а 


тАЬ т” надобно взять взъ производнаго уравнены оть уравнешя давной 
кривой. Для Архимедовой спирали по (3) $ 153 будемь нмбть, если 
%=0: 


з 
в=а\ Ура ИЕ в-РИГЕ). — @) 
[1 
Для гиперболичесвой спирази ио @ того же $ будемь имзть: 


„а а, 6) 
№ 


огь нуля зафеь нечьзя интегрировать, ибо состоящая подъ зиэломъ икте- 
трала фунышя обращается въ со при $=0. Эхоть интеграль еведется, 


17 4% 


полагая #1. влад, щи тю тавоиу:. 


| Гиви Ее ев . © 
35 
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пооьдийй разобъетоя ив два таких образом 
} 


“УЕ & м 

В = ыы 9) 

ис 
м ВТУ с, ©) 

и 
4 $ . 
ля утят с, ) 
возвращаясь къ прежней неремфиной, т. е. полагая 1-1 баб, „вод 


3 
втавлия изъ (6) н (7) въ (5}, по (4) будеиъ имёть: 


ивы [- ИЕ нивиееы] 


У 5 


УЕ, ЗЕЯ „1 РИТЕ 
$ И 
что легко повёрить. 


Дая логариемической спирали по (9) чого же $ будеть: 
1-я 
5. Ги Гия" 48 Уи [ие ). | 
3 
277. Дифференшаль дуги неплоской кривой выражается такъ: 
—=И 1-74; 1} 
а д 
ИГУ ®) 
= 
предетавить длину дуги оть точки, абециееа которой х, до точки, абешисеа. 
которой =,. Для поясненыя возьшемъ винтовую лин, ось цилинира кото- 
рой взята 38 06ь 2, и сжёд, уравиешя которой будуть: 


сид. интеграть 


2х 
уаз 
о-в, ы 
= в: } 


начало ея на оп 2, а- ражуеь ирута соновашя цилипдра, # высота 
хода винта. Отеюда найдемъ: 

РР „а те, й 

п учить ® 


внооя это во (2) и принимая тамъ 2, =0, будемь имфть: 


Е д В 


— 305 — 
Длина, отвЁчающая полному ходу винта, получитея, если иримемъ #=; 
тогда будеть: у 


т Рлав т 
[м иен, 


т. е, гипотенуз® прямоугольнаго треутольника, одинъ ватеть котораго 
равенъ выеотЬ хода винта, а другой— ллин® окружности круга основан я 
цилиндра, на которомъ начерченъ винть, какъ и слёловало ожидать. 
278. Простыми опредфленлыми интегралами выражаютея ‘также но- 

верхноети и объемы тЬль вращешя. Примомъ за ось д ось вращешя; 
тогда уравнеше поверхноети будетъ имфть такой видь: 

уни а), [о 
ибо разотонше точки оть оси 2, квадрать когораго-=у*-|-и”, будеть 
измЬнаться только съ перемфною =. Радомь безконечно-блязкихь пло- 
«коетой, перпендикузярныхь нъ его оеи, то пращешя разбивается на 
сумму безконечпо-тонкихь тЬль вращеня, которыя можно принять за 
увфченные вонусы, дфлая при этомъ похрёшности выешаго порядка. 
Тахь, еели разетонне СС” (черт. 46) безконечно-мало, можио чаеть тВла, 
ограниченную поверхностью вращешя и пло- 
скостями круовь МИР и ММ№Р” (съ цент- 
рамн Си С’} принять за уофченлый ко- 
нусь, а тогда легко получить и его иоверх- 
ость и объемь. Выравеше для объема 
проще, а потому начнем» сь него. Объемъ 
чати МИРРИ’М№, заключающейся между 
кругами ММР п ММР, заключаясь по 
своей величин® между объемами двухЪ ци- 
чиндровъ, имющихь при той-же высот СС’, одикь кругомь основашя 
кругь ММР, другой—круть №№’, будегь равень объему яёкоторато 
цилиндра, имфющаго высотой тоже разегояне ОС’ плоскостей сказанныхь 
круговъ, а кругомъ основамя вругь, которзго рамусъ будеть по вели- 
чияь своей средый между радусами тВхь круговъ, ОМ и СМ, кото- 
рые между собою различаются безконечно-мало; слёд. и оть ОМ этоть 
вредный булеть отличаться ня безконечно-малую величину 2, такъ что 
можно положить, означая его эрузъ 

э=уи-а-е. ©) 
Объемъ разоматриваемаго теперь тВла будеть, слёд., тавъ выражаться, 
волн Сб’ Да: 


пд ту. Аа, {3) 
ть д==Зе уе есть безконечно-малая величина вообще перваго 
порядиз; потому но основному прниципу интегральнаго нсчисленя [$ 17}, 
можно веять 38 олементь объема та вращены х(у?-|-г}Дл, отбра- 


Вуроь диффер. и иытеть, вошел. > 
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сывая воличину второго порядка. у.м, и тогда истинный объемъ пред- 
ставитея интегратомъ: 
Е 


| кидь Г вучнама, в 
., 5. 


тд ж и м, абсциесы либо врайнить изоскоетей, дерпендикудярныхь 
еее: врашеня, иевлу которыми лежать разематриваеман часть поверх 
ности, либо крайнихь точекь А’и 4, т е точекь, вь воторыхь 06 
взращеня вотрёчаеть поверхность, если она замкнутая, и требуется 
вычислить ве всю. Изъ уравиеня (1), взявъ у*-|-2*, будемъ имбть: 


Рае (уа-- 2) 45 =" ло {5) 
= 2% = 


и вопрось такимь обравомъ сведень къ вычисленю простого интеграла. 
Еели уравнене производящей кривой въ плоскости у есть: 
у= (2), (6) 
то раветояще точки М этой кривой при вращени ея около ови д будеть 
оставаться равнымъ у: 
7=у, (т) 
а потому объемъ тВла вращеша, описаннаго этой кривой, выразитея по 
(4) нитеграломы: 
„2 а 
| пиве] еды в) 
У Е 
279. Чтобы вычислить поверхность тёла вращены, замётемъ, что 
величина элементарной поверхности, заключающейен между кругами 
МУРи М№Р', по величинь меньше поверхности усёченнаго конуса, 
пывющаго ооноватемь болышй изъ этихъь круговь ММР я произволя- 
щей данну дуги РР’-=Дя, развернутой по касательной въ Р кь про- 
изводящей кривой, и болыте поверхности усфченнаго конуса, имфющаго 
верхнимъ основашемь меньшй кругь М’№Р”, а производящей длину 
4в, отложенную пе прямой, проведенной чрезъь Р’ параллельно каса- 
тельной въ Р въ производящей кривой, ибо поверхность поелфднаго 
конуса можеть быть преобразована чрезъ растажеше въ поверхность 
нашего элемента, равно какъ и онъ чрезъ растяжеше въ поверхность 
перваго уефченнаго вонуба; поверхности же этихь конусов», какъ не 
трудно убфдиться, разнятся на величины безконечно-малыя между 0б0ю; 
между тЬмя же предфламя находится и поверхность убёченнаго ковуса, 
иуБющаго кругомь основайя кругь ММР, а произволящею отрёзовъ 
45, отложенный по касательной въ Ркь этой производящей. На оено- 
ванш основного принципа интегральнаго исчисленя [$ 17] можно взять 
поверхноеть этого посазфдняго хконусё за элементь нашей поверхности, 
заключающийся между безконечно-близкими плоскостями ММР и МР. 
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Поверхиость же усбченнаго конуса равняется полусуммВ окружностей 
верхаяго и нининго основавй, помноженной на длину части производя- 
щей конуса, заключающейся между этими окружностями. Въ напемъ 
влучаВ длина производящей, если её взять въ плоекоти ХОР, воть: 

4 =У врал, ©) 
ралусы же ворхияго и нижняго основаны суть я и 2-42; елфд, полу- 
сумма окружноетей 


те та, @) 
х потому искомая поверхность будеть имфть своимъ элемензтомъ: 
эта. ®) 


И здВов на основанш того ше принцииа интегральнаго исчисленя можно 
пренебречь членомь, содержащимъ произведене 42.48, такъ что оконча- 
тельно за элементь искомой поверхиости вращены можно принять: 

Этой — ау аа та а, (4) 
и тогда величина всей разоматриваемой части поверхности врашеня 
выразится иптеграломь: 


се, 
[ Эту т.е, {5} 
= 
гдВ 2, и 2, абоцисвы крайнихь точекъ, кавъ вБние объяснено было. 
Производная 2’оть д но 2 получитен, когда въ уравнеши поверхности 
(1) $ 218 положимь у==0 и затВмь продифферепцируемъ его: положив 
у=0, мы получимь именно уравнению: 

(2), (6) 
той лин, лежащей въ плоскости 2ОХ, воторая свониъ вращешемъ 
около оби 2 и производить разематриваеную поверхность. Жели же эта 
ьпроизводащая дана уравиешемъ 2==9(4), то отоюла найдем 28 и 2"; если 
уравнеше производащей дано въ видВ #(2,2)-==0, то надобно в и 2’ 
ваять изъ этого уравнешя и его вроизводнаго. 

280. Для пояснешя предыдущаго вычиохимь объемь и поверхность 
эалипеонда кращеша. Эллинсоидъ вращещя получимъ изъ трехгьоснаго, 
уравнеме котораго есть: 


миа 

И И А {0 

когда ереднюю ось 6 приравняемъ которой-нибудь изъ крайних: если 

прамемъ &-==е, то будемь имфть удлиненный эллинесидь, изи элхип- 

соиль вращешя около большой оеи; если же примемь 5==а, то будемъ 

имфть сжатый оллинеоидъ, или элзипеондь врамевя около малой оси. 
р 
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Разомотриьъ сперва удлиненный эллипеоидь, т. е. вращешя около боль- 
шой оси элляпеа; его уравнеше будеть слёд.: 


. 
Е @) 

что можно и такь предетанять: 
уа- 8) 


Объемъ его выразится по формулё (5) $ 278, евли тамъ положять 
д 


2=— а, и =-ра, а выфото {(2) подотавить “1-5; будемъь имфть 
тогда, дяя величины искомаго объена: 


-{а а 
ы] о (и-нае те{а— (4) 
— 


Отсюда получаетея дли с==4 извзетное выранеше объёма шара, въ кото- 
рый въ такомъ случа обратится напиь эллинсондь вращевя. 
Переходя въ вычислению его поверхности, положимъ у==0; тогда 


изъ (3) будемъ имфть: 
РИД — 6) 


отеюда: 
{6) 
и вы. 
ма я_ (дс) 
а 9 де 
1-1 ая) ааа) * 
далфе 
а потому искомая поверхность выразится интеграломъ: 
+9 ИИ то ое 
== пита я| умеем. (1) 
Ма в 


ВходищЙ сюда интеграль такого же тина какь и разомотрённый въ 
$ 263; вь нему онъ приведется, полагая 


(8) 
откуда будемь имьть: 


(9) 
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внося это въ интеграль (7), будемъ имётьы: 


НИИ а 
ая (49 ор 
ИХ о 
10 
ы Пужв б’ловнь---С | № 
уя 8 Г ап’ 
изъ (8) видно, чю при #—-Еа, будеть #=-Е/18—6% сабл, по (7) 
и (10) яокомая поверхность будеть-= 
—- и 
Ив с} — 
и 
(1) 


При с-=4 поверхность вращеня обратится въ сферу, второй члень вы- 
рашеня въ {} обратитен въ 4%, (вакъ и порвый), ибо 


и мы получимь 4т9® для поверхрости сферы, какъ то извфетно уже изъ 
элементарной геометруи. 
281. Переходя къ сжатому эллипеоиду, воли опять за ось вращежя 
примемъ ось х, мы будемъ имфть такое уравнеше для его поверхности: 
2 ур 
ВЕР а, 6) 


ая р 


причемь а<е. Это уравнеше приводится къ такому: 
Ро 
пин (18, 2) 


вакв и въ предылущежь $, откуда слЁдуеть, что для объема получим 
туже формулу (4), только вужяо помнить, что теперь в>а. Для поверх- 
ноози точно также получим: 


„а 
ы пияеаяуяаь. (8) 
— 


Входящий вюди янтеграль приведется къ интегралу вида (8) 5 214 чрезъ 
подетановку: 
Иа, (4) 
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отоюда 


(5) 


Чиа 


Чиа 


уяфиа- 


В уа-рае 2 


(6} 


Зе --па?е— 


Пра с=@ мкожитехь 


о 
второго члена приметь видь |; мо раскрывая оту неопредьхенность по 
: . р . 
правиламь дифференщальнаго иочисленя, найдем его =, вольдотые 


чего опять изъ (6) получимъ извботную формулу для поверхности шара 
ралтуеа а. 
232. Въ виду практической важности тфлъ вращеня найдемъ еще 

объемъ и поверхность тёла вращешя цивлоиды: 
23—19) а) 
у—а{1 — 05$) } 

Боло оеи д и около оси у. Еели ось = взята за ось вращения, то объемъ 

тёаа вращешя пиклоиды такъ найдется. Радуеь круга, описываемаго 

какою либо точкою циклоиды, будеть=у; сафа. объемъ будеть (евли 

возьмемь часть, отвёчающую полному обороту}: 

№ ат 


уче = 4 1— воз) -— 089) 
0 


т 


27 ик 
= {1 — с053})39 3 — 8та? | чаи 
0 70 2 


811949; (2) 
ко 


но 
рае маовр— ю $10008 ен С, (3) 
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а потому; 


й зи бол; {4) 


олд. объемъ тёла врашевя циклояды около оси есть 59а. 

283. Если возьмемъ ось У за’ ось вращеня и разсмотримъь твло 
вралщея половины пиклоиды (оть у=0 ло у==2а}, те радуеь круга, 
описываемаго какою либо точкою, будеть=1; елбл. объемъ будеть: 

„За, л 


= ду -=| а — зат а = 
о о 


ы 
| | $30 — 29а] 43; (0) 
о 


[ 


= [’заовая- [‘здыеадуиа[8' —(баанровано]] 2 9) 
9 [2 


ил ы 


) 311998 = | неона 6058.-|- <} = ый ; {4) 
9 


но 
к 


удава 24-50] =" —4; (2) 


л 
| 93511.23. 
о 


виоея изь (2), (3) и (4) въ (1), найдемь: 
2а 


| э?йу=ам | 4 
о 


284. Поверхность 8 врашешя иёлой цаклонды около ови абециееъ 
будеть: 


Зах „ат ЕВ 
— 9 „3. — {1 ---. В — 
85| чу =. очное И 14 (а 
п = ия 
ети} УЗа—03) пааееана зррав-ериие | виефае. (1) 
° ы о 


но но (+) пред. $ 
„и 


| у) 


сад. искомая поверхность 


4% лат 2) 
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285. Поверхность тфла, „ровомотрбишаго въ $ 283, бущеть: 


71—03 \* 
поела =. а*($— в) И += = заза» 


(1) 
в (3 зшорни а Ра @ зу. 
9 Г 
Но 
ы я 
мина -}. [вол о бой }#— 
Е 
„а 
+3 2. , _ 
ны Анино 45 И ши фоова)аф 
х 
2 
=4(- фор) @) 
олЬл. искомая поверхноеть = й 
— на <Я ути (3) 


286. Если требуется вычислить объемъ или поверхность, произво- 
димую врашешемь какой-либо плоской фигуры около прямой, лежащей 
ат. въ ея плоскости, то тавь постунають. Пусть, 

эта фигура ограничена кривыми: 


АВ, уравнене :у==/(»); 
ср, > : } {1) 
ЕР › 


опредёливъ изъ уравнений: 

Науф} Гаде 9) = (а) (2) 
абсциесы точекь М.М, Р:х ‚1,2, мы будемъ 
имйть для искомаго объема 1: 


у-=| еее} цкемае- | ме в) 


ибо къ тЬху вращешя тММа надо придать тёзо оращемя иМРь я 
вычесть Фло вращеня м МРр. Что-же касается до поверхноеги 5, то 
она, будучи равна сумм поверхноетей вращеня, оцисанныхь дугами 
МУ, МР, МР, выразитея формулок: 


==" ‘аут + фут овае-- 


“ @« 
+ ° 9 СЕиа, 
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287. По этимъ формуламъ опредфляютея объемы и поверхности 
кольцевыхь поверхностей и торовъ (60те). Нервыя произволитоя враще- 
емъ сомкнутыхь кривыхь, какъ напр. эллишеа, круга, около прямой 
не пересбкающей ихъ, тогда какъ послёд- 
не вражешемъ дуги около хорды. Въ 
томъ и другомъ случаБ надо напередь 
опредёжить абециссы точекъ, касательныя 
въ которыхъ перпендикулярны къ оси вра- 
иеня: Аа, В$, что пайдемь, полагая 
’—00. Объемъ ТУ’ кольца, производимаго 
кривою АСВРА (черт. 48) выразится 
тогда формулою: 


6 ® 8 


"= + — Г 9-9 } @) 


ЕДБ 2, абенисеа точки А, 2,—точки В, у, — ордината какой-либо точки 
дуги АСВ, у, орлината какой-либо точки дуги ВРА. Поверхность 
8 того же тЬла вращешя выразится формулою: 


ве! | иуПНияае- | "зьИГЕил @) 


288. Для примфра возьмемь кольщевую поверхность, производнмую 
кругомь АСВД (черт. 49), когда окъ вращается окою ОХ, лежащей въ 
его плоскости. Уравнеше круга пусть будеты 49. 

(и —а-Ну—в—* 0, @) 
Очевидно касательныя будугь лерпепдикучярны 
къ оси ОХ въ точхь А и В, дя которых 
я=и—" и #—Ф--г ооотвВтотвенно. Изъ (1) 
имфемы: 
Е ®) 
гл -- беретея для души АОВ и — дли дуги 
АРВ. Сльд. объемь Г кольна будегь: 


ак И о 
т—=| [Ея -в-уптелауиь ©) 


соединяя оба интеграла въ одинъ. Но выравеше въ [ ] равно 
2.28 (та) олвх. объемь кольца 
дану 
ут | Уве. & 


Ча 
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Полагая х—а--#, будемъ имбты 42=42, и предфяами интегрирован 
стануть величины —^ и -{-*, тавь что будеть 


ь+х 
У. узи Ува а У 8—4 {5) 
во 
+ = 
а 1 ая, 2 ли 
и ат М, 
Ги» 2% 42. | гу "— 2 узтот ож $ (6) 
а потому искомый объемъ 7 кольца будеть 
РЕ Опфи = пя. 2т, (7) 


т.е. равенъ площади производищяго круга т73, помноженной на окружность, 
опиеанную его ментромь 218. Это предложеще есть чаееный случай 
теоремы Гюльдена: объемь тёла вращеншя равняется площади фигуры, 
ве производвщей своимъ вращешемъ помноженной на путь, прой- 
денный ея центромъ тяжести, которая доказывается въ Аналитичесвой 
Механик. 

289. Для примфра поверхности тора за производищую кривую возь- 
мемъ дугу круга, а за ось вращещя—ея хорду (черт. 50). Пусть уравне- 
ве круга будеть: 

цену во. 0) 
Координаты точекъ А я В пусть будуть 
2, и 2); координаты точекь Ри Е будуть 
воотьфтетвенно х-—Г и @-|--г. Объемь тёла 
вращены получится, если изъ объема вра- 
мешя ОДЕЕе вычтемъ объемы вращешя 
ЭРА и ВЕе {равные между собою въ на- 
шемъ случаВ); поверхиоеть же вращеншя ио- 
лучитоя, когда къ поверхности вращещя ШЕЕ придадимь поверхности 
взращеня РА н ВЕ. Огракичимон вычислешемь объема. Первый объемъ 
(озизчимь его чрезъ 7,) будеть: 

нае эх 


ны 
а ета — =» 
= Фан] талант] [влада == (2) 
._ 9 «+ 


„к Аг 
25ва- эт У авки» ы а», 
— 


-+ 


ле -ы о 


но 


— 315 — 


+ 
а У"—е4= найдется но формул (7) $ 263 и будеть: 
— 
= Л ом 
| Ува: = (ру шени + ©} этюьунят; (4) 
— — 


вотавляя изъ (3) и (4) во (2), получимъ: 


4 
ротик, (5) 
Виычислимь теперь объемь вращени ВЕе (озпачимь его чрезь Р,); 
прель У надо взять теперь знакк -—, и мы будемъ имЪтТь для иокомаго 
объема: 
и" 
7, =] [Ива 
=, 
рае а а «+ 
== аа Упе-аетн [ и] (2— ще -- 
= т = т =, 
жи («Г —2)— {6) 


ат 1 зу "в < пани 
паи 9" = 
тебя 


пб дериа)- ТР 


д, ду (а— оу обибатома [ “) 9 


зем 
Помнокжая это на 2 и вычитая изъ (5), найдемъ поолЬ иЪкоторыхь упро- 
зцевй ддя объема тора: У=У, —2Т„, слдующее: 

2 


т 


7 2т(Ва-|-^*) (2, — а) -|- Эйве. 


эвт(и, ду’ @, а) — одтийатозт [—%. | ® 


Если кругь касаетея оен, го ау==0, В==и, и разоматриваемое тВло будеть 
переходное отъ колець къ торамъ; обЪ формулы (7}, предшествующаго $} 
и наегоятаго, будуть дВотвительвы и дадуть 2% для объема такого 
ТВла вращеня. 

290. Объемы и пояерхности воякихь другихъ ТЬль, не вращеня, 
зыражаются двойными интегралами. Предположимъ вычислять объемъ 
т6ла (черт. 51), завлючающагося между плоскостью ХОТ, поверхностью: 

2-е), ) 
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цилиндрами, перпендивуларными къ плоскости ХОУ: 


у=9(); (2) 
(паправдяющай крипая АВ) 
уф (2), (3) 
. (шапрашлавщья—кривая СП} 
и двумя плоскостями: 2-щ(=08), @ 
==Х(= 08), (5) 


параллельными плоскостями УО2. Равобъемъ прямыми парзалельными 
оси 2 и другями, параллельными оси у (какъ 13, 24 и 656, 18), пло- 
щадь АВРС основашя нашего тфла на безконечно-малые четыреутоль- 
ники, какъ #9; величина наждаго предетавится произведешемъ @еау. 
Проведя черезъ вершины такого четыре- 
угольнива, изд координаты я, получим, 
призматическое тью ртаРММ О: пло- 
скостями параллельными ХОХ и дру- 
гимн параллельными ХОУ, проведев- 
ными чрезъ только-что проведенныя въ 
плоскости ХОУ прямыя, все наше тёло 
разобьется на тавя призматическя тВла, 
какъ описанное. Объемь каждаго такого 
Х празматическаго тёла можно принять 
равным 2.44.4у съ погриноетью 6ез- 
конечно-малою высшаго порядка, вакъ 
не трудпо видфть. Тогда весь объемъ 
тьла, Г, булеть равенъ предВлу вум- 
мы безконечно-малыхь призматичеекихь 
тВяъ, если д будемъ опредёлять форму- 
лою (1) и измёнать у оть у, удовлетворяющего уравнению (2) до у, удов- 
летворяющаго уравнению (3) для каждаго х, лежецаго въ предьаахь 2, 
н Х; а 210 и будеть въ предбль: 


51. 


у 


2х в 
= | дуах. (6) 
2%" 242) 

Зафоь сперва надо выполнить интегрироване по у между указанными 


предёлами, очитая д за постоянное; затёмъ результаль пронятегрировать 
но х оть 2, до Х. 
291. Вычислимь октантъ *) оферы: 

уиа—т=0; (10) 
въ этомъ случав поверхность у==$(2) будеть ничто иное, какь ило- 
свость 2ОХ, сльд. ея ураннене будет 
_ у=0; (2) 
*) 1 часть всего объема, заключающующя въ первомъ углф коорданатныхь, 
плоскостей: ХОУ; 702; 20Х. 
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поверхность у—={$(4) будеть цилиндръ касательный въ офер®, лёд. его 


уравнен!е получимъ изъ {1), выбросивъ 2: 


аут; (8) 
предвлы х будуть 0 и =. Потому объемь 7 октанта сферы будеть: 
и 
| | {4) 
Интеграль по у найдется легко по и $ 268: 
5 
Гия 8) 
ры 
а 
=” втозши = 1—7). 
Интегрируя эте по х оть 0 до », будемъ имфть: 
“ й 
Па я 
у |1 зе [5—3 }; ®) 
Помпожая это на 8, получимъ объемь сферы: 
з 
ра сы | 
Также легко находится объемъ эллипеоида о трехь осяхъ: 
пабе, (8) 


292. Чтобы вычислить поверхность нашего 


таза А’В/Т О” (черт. 51) 


надо проинтегрировать элементь нлощади ММФР между у-=$(%) и 


у—=Щ=) для каждаго хоть 2, и Х; но без- 
конечно-малая площадь МОР безконечно- 
мало отличается оть того параллелограмма 
Мир’ (черт. 52), который вырёзывають 6о- 
ковыя грани нашего призматическаго тёла 
тпраММРО ва касательной плоскоетя къ дан- 
ной поверхности`въ точкф 24; а этоть четыре- 
утольникъ ® (такъ назовемъ его) проевтируется 
ва плоскость ХОТ прямоутольникомь шар; 
слЪл, такь какъ послёднй = ау, то 

4зау — 0003 №), 0) 
ЕДЬ (№) обозначаеть уголь между оью 2 и 
новерхности въ точкВ 1/, Но 


№ — нормалью въ нашей 


{2} 
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еду = деву; 
зобМ8) И 1--и-- ду; (8) 


такъ выражается олемевть иноверхности. Суммируя ихъ въ указанныхь 
предёзахь, получимъ величиву поворхноети: 


$) __ 
5 урав», 8 
2“ 9) 
которвя такамъ образомь тоже выражается двойнымъ интеграломъ. 
293. Вычислимъ поверхность октанта сферы: 


ии" 0) 
отеюда 
"; (2) 
отд, 
2 Ей 
, = 3. 
в Уи + утаи' 8) 
а потому: 
Ра ; - (4 
ИИ утеяей (® 
сад. поверхность октанта сферы будеть: 
(5) 
(6) 
саВл. интеграл» (5} приведется кь такому: 
ы ые 
т п ст т 
дав ая 
ть 73 = рей. {7} 


я 
Итакъ поверхность октанта сферы выражается чиозомь 3” поверх 
т 
несть веей сферы будеть, слёд., Зил, какъ то извбетно иаъ 


начальной геометрия. 
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ПРИМЪРЫ ДЛЯ УПРАЖНЕНИЯ, 


1) Нзощадь между хидерболою, осью абоциееь и ординатою точвя 
М, у} равна: 


2) Площадь между осью абоциееъ, гиперболою и радтувомъ-векторомъ 
точки М, у} равна: 
а их 
(2-5 
3) Площадь, ограничеяная эволютой эллииеа, есть: 
Зы 
45 


тд е=у я, 

4) Площадь между параболою и кругомь ращуса=@ съ пентромъ 
на ся оси, проходящимъ чрезь вершину параболы и точку, для кото- 
рой х=а, ревняетея: 

к_2 
Ка, 
[+—8)=^ 


5) Площадь сектора, ограниченнаго Архимедовой спиралью: х=4$ 
и двумя радусами-векторами г, и х,, равняется: 
ВЫ 
ба 
а 
6) Площадь сектора между гиперболическою спиралью: гри рА- 
дДуеами-векторами у, и г, равна 
п 
э(—^). 


Т) Плющадь сектора между люгариемическою спиралью: “==а6”3 и 
двумя радбусами-векторами, отвёчающими $0 и $=3$,, равняегоя: 
я 


4т 
8) Плопадь Я эалипов: 
Ай 2Взу-|- буз—1=0 
чрезъ преобразован е къ полярнымъ координатамь найдется равною: 
12 

1 | й 43 = 
220 4е033--2 Ву оз 050 уЯб— В 

9} Площадь циссоиды [см. (6) стр. 48} отъ х=0 начиная, чрез 
мреобразоваше къ полярной систем координать найдется равною: 

2*(3ф — 39 1фс08ф — 28140085). 
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10} Полная площадь кардюиды: = ай оть $==0 дю $=2% 


равняетея 
Эта? 


2 
11) Площадь лемнискаты: 7*—2490082), между двумя ралусами-век- 
торамя, отвчанщими 9=$, и $—43*, выражвется формулою: 


аа, . . 
3 (1123, —1 12$, }. 


Часть площади, яежазцая по одну сторону оси Оу, будеть==ая. 
12) Длина дуги гиперболы: 


вели положить 


елвд. 


выразится интегральмъ: 


лат ах 4$ 
кри 


если положить 


тв И 
=, 


то она выразится интеграломъ: 


8 


| 
и 9 

е 

ГДЪ в . 
13} Длива дуги лемнискаты и. 11)}] выражается интеграломъ: 

48 
в=ау? | — 
уз | Ух: 05$ 
14) Длина дуи кардонды [ем. 10)| выражается, если считать отъ, 
точки, для которой $==0, тавъ: 


; $ 
5—4 5; 


полная длина—8а. 
15) Найти длину дуги цфиной лини: 


уе"). 
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16) Найти длину дуги кривой: 
з 
2(47—- 29) * — Зву. 
17) Найти длину дуги кривой, предоставляемой системою уравнен!й: 
9 
Ш. Эль 
ае=у ризу 
18) Тоже для кривой: 
ау", мета, 
19) Объемъ типерболонда проек сокола переовкающей оси, ОХ: 
У=ту ве), 
20) Объемъ гиперболоида вращеня оныо непересфкающей осн, ОУ: 
= я. я 
Ут эм”. 3 2 
21) Объенъ параболоида врашеня около его ови равенъ 
& 
тие. 
ТР т 


22) Объемь параболонда вращеныя около кавательной въ верши- 
иБ есть 


у 
7—5. 


23) Объемъ кольца, производимато эллипеомъ 
21 ий 
ато 10 
при вращени около оси ОХ, есть 
У = Э зай = пар. Эй. 
24) Поверхность однополато гиперболоида вращеня равна: 


И аи 
Вяч т р }. 
25) Поверхность двуполаго гиперболоидя вращен равна: 
ОНИ ааа 
8, 6:22 и 15 пав орее-НИ и — я С 
о ва 


26) Поверхяость параболоида врашенш веть 
Эти о. 
Руис 


КРыы 
3 
27) Поверхность кольца, образуемая эллипсомъ 


при вращени около оси ОХ, равна длин эллинов, умноженной на ЗтА 
(на длину окружвосстя, пройдеяной его центромъ. 


Курсь диффер. и интегр. исчнел. = 
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28) Если площадь сёчещя даннаго чфла плоскоетями,  нерлендику- 
лярвыми къ оси ОХ (параллельными плосвостяии УО2), есть извъетная 
футнкшя абоцисеы 2, именно 5, ==/(=), то объемъ тла будеть 

ыы 
Т=-| зах; 
= 
вывести эту формулу. 
29) Примбнить эту формулу къ выводу формулъ для объема конуса: 


р ь . 
7=8-5, ТАБ 5 площадь осповашя и й высота конуса. 


36) Примфнить ее къ вычислению объема трехтъ-оснаго эалинеонда: 
4 


У == „пабе. 


31) Эту же формулу вывести по общему споеобу. 
32) Объемъ однополаго гиперболонда мевду плоскостями 2 =0 и 
2=й есть 


; 2 
Р— пав ит 


38) Объемъ двуполаго гиперболонда между плоскоетями #—е н 
2-й есть 
йа 2в 
= тв [4—1 3). 
84} Объемъ эллиптическаго нараболоила: 
у 
ва" 
между плоскостями 2=0 н 2==й есть 
= А? а$. 
35) Объежь цилиндра 47-|-у3--ах==0, заключазнуйся между ило- 
окостыю ХОТ и оферою 2 у = 40 равень 
,# 
в 
36) Часть поверхности сферы 2+ у--2— 0—0, находящаяся 
внутри цилиндра 2*--у°—а2=0 выше плоскоеги ХОУ, равна 
пла — 9а*. 
Оба цилиндра, сейчаеъ упомянутый и 2?-|-у°-ах-0, изъ верхней по- 
ловины поверхности сферы вырёзывають часть, равную 
Эта? —4ай; 


остающаяся за вимъ чаеть будеть==447, т. в. квадрату, построенному на. 
аметрБ сферы. Это предложене извфотно подь именемъ задачи Зивани 
(Узаш. 
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ГЛАВА ХХИУ. 


Приложене дифференщальнаго и интегральнаго исчисленй къ разломеню 
функщИ въ рады, 


294. Коли /(2) ебть полиномь степени я, то, какъ то показывается 
въ высшей Алгебрь *}, (2-1) можеть быть иредетавлена тавижъ рядомъ: 
(") 
й 6 (2 
П-ОВ, 
который принадлежить Тэйлору и быль имъ распроетраненъ и на дру- 
пя фуцкши. Чтобы это сдать, мы сперва раясмотримь такую фуницию: 


че-то -па-гедх-о-го т. 
аи 


т Х-х-- №; К нфвоторая постояпиая, пока иеопредфаенная, & /(2) 
означаегь ифкоторую фунешю, которая, какЪ п ей производныя до но- 
ридка т велючительно, остаются одпозначиыми, копечныхи и непрерыв- 
пыми, пока 2 измбняетея оть х до Х. При #==Х будемь имёть, вакъ 
легко видеть 


(2) 


$00) —0; (3) 
но можно веегла А опредфлить такь, что будеть и 
$(#) 0: (4) 
Дия этого стоить только опредЪлить его изъ слёлующаго уравнени: 
” Х—)* 
9--—9—Мх-фд-го 9 
[рае 


1) в 
—/"9 иг Е. 

Это будетъ, слЬд., величина, зависящая отъ хи Х, но независящая отъ 
2. Предположимъ это слбланнымъ; тогда будемъ имфть въ $(2) фувкщию 
однозвачную, конечную и непрерывную въ предлакь изиненыя # оть 
& до Х, (ибо эта фуикшя составлена изъ предположенныхь такиыи функ- 
ый ири помощи дёйетьЙ сложены, умноженя и возвышенн въ целую 
положительлую степень, и обращающиутюся въ нуль для 2== и для 
#—Х; но въ такомъ слузаф къ ней приложима теорема Голля, выра- 
каемая саёлующимь равенствомь: 


9-0 при яи- 9, ©) 
тдв $ правильная положительная дробь 
0<3<1 (2) 


*} Си. вашь „Краткй вурсь Высшей Азтебры. Изд. 2-е, исправленное и 
дополненное. Харьковъ, 1892, $ 58. Стр. 55. 


= 
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[ем. дожазательетво этой теоремы въ Алгебрё. *)]. Изъ (2) находимь чрезъ 
дифференцированте, посль р 
9-Е “них чу-", ® 
откуда, полагая 2=2--3{Х-—2) и иобя въ виду (6), находимъ: 
О уха (9) 


Вновя это въ (5) и перенося вс члены съ знакомъ (—) въ другую 
часть, затЬмъ ветавляя вмфото Х его значеню, мы получимъ олфлующую 
формулу Тэйлора съ остаточным члеломь Шлёмильха: 


ПН Па гг Е-+ 


ры =- "а— $" 
Нам" + ть ем. 


Еели положимь р--т, то для остаточнаго члена целучинь формулу 
„Лагранжа: 


{10) 


ры ем (11) 
2! , ° 
ели положимъ р-=1, то получимь для остаточиаго члена формулу 
Коши 
р — 
и о и - 3) (2) 
Токъ какъ $ зависить оть р, то, понятно, что въ трекъ формулакь (10), 
(11) и (12) она инфеть разлачное значеше. 

295. Формулу Тэйлора легко получить и съ помощью интегриро- 
заня по частяме. Пусть /(2} и ея производныя де порядка я суть одно- 
звачныя, комечныя и непрерывныя функции, пока 2 измняется отъ до 
СХ; фунвшн ГОХ—2) будеть тогда непрерывная для значенй 2 отъ 0 до 
#=Х— =. Возьмемь интеграть: 

й 


пов @) 


Это можно одёнать двоякимь образомъ. Иитеграруя съ помощью под- 
СТАНОВЕИ: 


Хэ -==у, {2) 
будемъ инфть: 
№ 


} лав" ми ‚Го, 8) 


*) Ск. нашь Кралий вурсь Высшей Алгебры. Изд. 2-е иср. в допол. Харь- 
коръ, 1892 г., $ 61, стр. 59. 
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ибо при 2—0 по (2) будеть у--Х, и при #==й будеть у=Х—й 


=Х—(Х—<)==2; ватёыъ вообще 


‚а 


ь 
| хде | (дал, 
в ъ 
кавъ то слдуеть изъ третьей формулы на стр. 221; но 


[идв-ло, 


з потому 


[ложу-по-ла 


Съ другой стороны, можно (1} интегрировать по частамъ, полагая 
в=р(Х—2) и №-—42; 
Тогда у 
би=— Ре и ов 
и мы будемъ имфть: 


Дика =Р(Х— + (5—2). 


Полагая во второмъ член: 
и-=Г(ХЬ—, Ч =ааь, 
будемъ инфть: 


Е 
ди [Хе в ‚=>, 


а потому 


: 

| вуза = (Х. ри зуаае. 
Полагая здЪеБ: 

=7”(Х—), Чи =е4е, 
получимъ: 
з 
тада птое-диь 

Продолжая эту операшю, дойлемъ до рить 


рех пеар Е тих в)". 


)" 


{4) 


(6) 


(7) 


(8) 


Опе легко докажется по способу завлючещя оть # къ т-|- 1. Подставляя 


изъ важдаго равенства въ предыдущее, мы окончательно попу 
их эи-Г-ЭтЕГОЕ 9 5-95 о -- -+ 
м 
ие еыу ИИА Чь 


(8) 


— 326 — 


Чтобы отсюда перейти къ опредёденному интегралу, мы должны при 
интеграль иапясать предёяы 0 и, а въ проивтегрированную часть 
вотавить сперва й выфото д, а потомъ 0, и вычесть послднй резуль 
чать изъ перваго; но послёднЁй результать ==0, какъ легко видфть; & 
потому, имя въ виду, че Х—й==х, и по (2), {3) и (4) 


[лом дж- по, 
о 
мы получимь оноичательно: 


П-ОВ РЕН 


т "а = 4) по 
(= * т. 
р ВЫ Гери атомь. 
.2.3... о 
Изь этой новой формы оетаточнаго члена легко получить прежшя. Мы 
найдемь форму Шаяёмильта. Для этого ЯВМЬТИМГЬ, ЧТО 2" 2и Р.Р 1 
функшя 22-1 между О и № не м6няеть знака, а потому на основашя 
одного предложеня (ем. елБдуюнуй 8) будегь: 


ь А 
| вт | Поь-атиае 
® 0 


(= РИ ы т-р 
ИКИ ВОИ ен, 
тдь 0<$,< 1. Полагая 1—$,—9, слбд., $, =1—$, мы получимь 


а”. 
р ы 


ь 
Пи па (2-- 
о 

слЪдовательно: 


А 
_1 4) =, 2" (18) # 
вых, НЫ р 
а это и есть формв Шябмильха для остаточнаго члева. 

296, Предложено, которымь мы пользовались сейчасъ, тавъ выра- 
кается: если $(2} и {(2} суть двф непрерывных фулющи х для зназе- 
в его между 2, и Х, изъ которыхь послдняя, {(2), не мфняеть знака 
менду 2ь и Х, то 

«Хх Хх 
} а] фе, а) 
= > 


тдВ 0<$< 1. ДЬйетвительно, если М есть изибольшее значене, а #— на- 
именьшее изъ тёхъ, которых имбеть $(2) между х, и Х, то очевидно, что 
„Х „Х 


„| Чавес | овес Чень (2) 


‚ Ш 
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ибо элементы средняго, т. е, нашего интеграла, болфе соотвётетвенныхь 
элементовъ лЬваго и менфе соотвфтетвенныхь одлементовъ праваго янтег- 
раловъ, [когда 4(2)>>0,] в чноло элементов одинаковое; потому 
Хх Хх 
[кодами | уда, ® 
Е = 
ть № означаеть нЫкоторую величину средняю между т и М. Но если 
$(2) пепрерывная, то всегда между 2, и Х найдется ифкоторое среднее 
значене х, а именно: х|-3(Х-—#,}, для котораго будеть: 
Чех —= О 
вноси это въ (3), и получимъ (1).—Въ частиомъ случаф, когда { (2) == 1, 
т. в. приводится къ постоннной =1, формула (1} обращаетея въ такую: 
Хх 
$(а)а2 9 (2-Х) (Х —2,) {5) 
Эж, 
х 
бо | 4:— Х—1,). Это равенство выражаетъ (первое} предложеше о 
= 


среднихь величинахт. 
297. Полагая въ (10) $ 295 2==0, А==ж, мы получамъ формулу 
Маклореня: 


= 
РОО О ИО Вы, (0 


тдВ остаточному члену В» можно дать по {11) того же $ одну изъ слфдую- 
щихъ трехъ формъ: 


(2) 
(3) 


4) 


принаднежащихь ИЕёмильху, Дагранжу и Коши, 

ели въ формулахь Тэйлора и Маклореня остаточные члены съ 
увеличещень % до безконечности стремятся иъ нулю, то эти строви 
будуть сходящимися, будучи продолжены до безконечноеги; если же 

пред, Вы исоНе == 0, 

то ряды не могугь быть продолжены до безконечности, ибо не будуть 
сходянщцеся. 

298. Приложимъ рядь Мавлореня къ функщамь: (1-2) (р вакое 
утодно), а“ 1овх, эта, совх. Ели 


Ке=а я), () 
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то 
Ир. а-+ @) 
при 2=0 
ПО =ь(е-—1)....(рфа--у @ 
вяфдовательно по (1) пред. $ 


аа -ре4 1 а ТО). р й 


Изелфдуемъ, для какихь значемй х этоть рядъ можеть быть продох- 
женъ до безконечносги, т. е. при какикь значешяхь 2 будегь Во==0. 
Избираемъ для остаточнаго члена Ё„ форму (4) пред. 8 (Коти): 
=т--1) == ты, 
дну "ив 
или, предотавяяя его нЪекольно иначе: 


1—3 "> 1 ет 
в. (те) ЧН 


Заябеь при |< 1 об, (1: будеть правильная, кавъ для 220, такь 


“бт 


и для 2< 0: вь первомъ случав это очевидно, ибо знименатель>1, & 
чиехитель<<1; но и во второмъ знаменатель > чиелителя, ибо въ знаме- 
натезь вычитается тогда 32| (тдф || означаеть числепное значеше 2), 
что < $, ибо [*| правильная дробь потому множитель 
1—$ "2 

(еы) <: 6) 
Второй миожитель въ (4) есть величина копечная, оть в независящая, 
иначе кавъ чрезъ посредогво $; но наиббзьшее значение $ есть 1, слЁд,, 

ау <а-На", 

а это есть велизила конечная. Тремй множитель въ (5) при |2 <\1 отре- 
хитея абеодютно кь нулю. ЛЬйствительно, сли позожамъ 


ие ® 
то будеть 
ыы. 
6» (8) 
но 
пред. ( 1 
лвл: 


9 
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елфд. чиеленное значеше этого предёла: 
==, (10) 


пред, ““— 
ь 9 

что есть правильная дробь. А потому всегда можно найти такое “<< 1, 
что для веякаго # не меныпаго нёкоторой конечной величины 9’ будеть: 


(0) 
елёл., по (8} для тавихь значе! т будеть: 
бы Фыр, (2) 
Также точно будеть: 
}Флы < 9-й 
лань (13) 


о ыы ыы, 
Перемнокая (12} и (13), будемъ имБть: 
=; 
увеличивая Я до безконечности, ВидДИМЪ, ЧТО 
ред. Фин ынасо == 0; 
ибо 
пред." |= со==0; 
олд. па основания этого и раньше сказаннаго про друпе множители въ 
(5) булеть 


пред. В» | со-==0. (14) 
Итакъ рядъ (3) есть сходящйся для |х|< 1. Для |2|>>1 будеть 
[пре ЧН ыы (5) 


и можно будеть найти такое т что для вобхь значейй т не менв- 
иихъ нЫкоторой конечной велячины ’, будегь 
"рт | 


и ®>ь {#6) 
откуда такимь же образомъ придемъ къ неравенству: 
"Оч Фы[р", (11) 


откуда будеть олдовать, что 
прех | Фик оО, 8) 
н елЁл. рядь вашь будеть расходацийся. 
299. Переходимь къ функши 
По-юва-Е»). 
Мы имфемъ; 
Р()— 
слёл. будеть имфть: 
Ко) —ю0)=0; г® =: 


с, 


1 
ет 


4 (0)=(—1) 11.2. 
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з потому по строк® Малое ‚лолучикы 


да ЕН 


Пена в = © 
тдё по формуль Коши [(4} $ т] будеты 
А =. 


Но мы уже видбяя въ пред. 8, что множитель 


1-—$ "2 

(рвы) < 
для |#|<1; точно тавже 

пред." | — со== 0 
въ этомъ елучаф. СлЬдовательно, пред. В»|„—со==0, & въ такомь слу- 
ча% рядь можеть быть для |#|<1 проколжекъ до безконечности. 

Перемфняя д на-—2, получимъ: 
 ж м 
| — ты 

Изъ (1) п (3) находимъ чрезъ вычитан!е: 


о 
о ини. © 
Если положим 


8} 


= 2 (5. 

> За’ 5) 

то будемъ выВть отсюда: 
з 

пои Нар, ® 


— формула весьма удобная для послфловательнаго вычисленя логарио- 
мовъ чисеть. 


360. Если 
еее, () 
то 
де в О-о-о 
сафдовательно: 
а з 
оу В (2) 
сдЬ по формул Лахранжа [(3) $ 297]; 
=" . 
ие ВИ 8) 


Пред, Аи, = со==0, ибо второй множитель с“ — конечный, а въ первомъ 
И число маожитедей, по абоолютному значению бблышакь еди- 
ницы, конечное, тогда кзкъ чиело множителей, мбныпихь по абоолнт- 
ному значеню едяницы, увеличивается до безконечности, притомъ какъ бы 
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велико 2 пи было. СлБд., этотъ радъ есть сходящШоя для веякаго х. 


Полагая во (2) 
&—гЮва, 
мы будемь имёть: 


ока ‚ 2 оба) 
й — лее лева во + 4) 
301. Если 
На=нвх, 
то 
Рае; Га=б—Ф ва р = 0х итд; 
ваЪ. 
#0) =0; ГО-Ь ГО; Рота: 
отеюда по отрок Маклореня получим: 
. а Е , ; ар 
вата "РС ори 
Также найдем: 
а? ЕЙ в 2% 
о таза "ТС вр 8) 


Оба ряда сходящевн для воикахъ значенй х, что выведется, какь дли 
ряде 6”, изъ разомотрЪия остаточнаго члона лъ форм Лагранжа, что 
предоставляемь одфаать читателю самому, ИМзъ {1} пред, 5, полагая 


х=уу— 1, получимъ, отбирая вещественные члены и мнимые, на осно- 
ванш (Г}и (2): 


__ ен — сову-|- у, 8) 
145 +-И— что мы уже вии въ Илтегральномь Иочисалени [$ 251]. 
302. Для 12 нёгь ряда сходишагося для вебхь значенйй 2; но такъ 


5112 
какъ юх=-——-, то въ отомь ить н надобноети. 
03% 
Для у--атощх разложене найдетсн такъ: 
‚ оне Эт 1 
ра ети" 
Интегрируя отъ @ до х, находимъ: 


2" 


т. 


0) 


з 
45 28 д т тт 
атофех Г (пе -Н& :-| $ (®) 
о ГЕ $15 ав 1" ея 


но 


что съ увезичономь и хо СО стремится къ пулю для |2|< 1 {для вото- 
раго только и возможно разложеше (1)]. Сл, для |2|<.1, имбежь: 
2 д выааР-Н 
Е (— нь } 
пе 8) 
до безконечноети, (Предлагаемь подобнымь способомъ найти разложеше 
въ раль функии атозние,) 
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Пра помощи этого ряда (3) можно зычиолить т. Найдемъ сперва 


вот ‘тогда, 
11 
5 в 
отм 2 __ 120 о 
28 22% . Е 9— ; 
ие 1249 ре т 9749 я) 1-84 985: 
откуда по (3): 1 
= й 
чету ©) 


вставляя сюда значене ф изъ (4), получниь у. 


303. Чтобы распространить строки Тэйлора и Маклореня па функ- 
зи многихь перемённыхт, напр. двухъ: 


. #—1(е,у), 
разомотримъ фувецю 
Фа ни ы). [© 
По отрок Маклореня будемь имфть: 
а — 
О 


Но $9, $", и т. х найдутея по правиламь дифференцирован!н елож- 
выхъ функшй, полагая 2-16 -5и; у-- В =аю; тогда, замбчая, что 


4% 
е-Ь Че быть ныбть 
ФФ 
20 ь К 
а + д 


ИА „-.--- Э 
4"-Ца и в 


99-Е" Ф0. 


Полагая здфер и въ (Г) =0, будемь имфты: их, # == у; ствдовательно: 


ИН; } 
Фок 
оо р оо И | (4) 


(+ Г 
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а потому (2) для #=1 обратитея, тавъ навъ будеть $(1)==/(2-Н №, у--®), 
въ такое: 

= 8! 1 и о ВИ а 
ПаНЪУ В Ре (БАН) Рай и) 

1 а" 2 
таза В ое-ореы ва. на, 
тд по Лагранжу 


(5) 


В, = ь НЫ Л з) (6) 
пои дв Г 4% реже Мо=ву 

и # есть средняя величина между 0 и 1. Тавимъ же образомъ формула 
Тейлора выведется для какого угодно числа независимыхь перемфиныхь; 
мы ограничились двумя только для краткости. 

304. Отрока Маклореня для функшй н8окольнихь независимыхь пе- 
ремёниыхъ выведется отеюдё точно такь же, вакъ и для функци одной 
незавноимой перемёыной, полагая 2=0, у-=0, и перемёняя затёмъ # и 
& соотЕВтетвелно на 2 и у; тавимъ образомъ мы нолучимы 

* 
А, ар у Ч 
1 А № 2 
+- РНЕ бет 


@} 


и а ря тт ВВ, 


тд припискою 0 кь { мы желаемь показать, что по нахожденн про- 
ИЗВОДНЫХЪ ДОЛЖНО ПОЛОЖИТЬ ВЪ НИХЬ 2—0 и у-=0; что же касается до 
©, то по (6) пред. $, онъ такъ предотавитоя: 
0). 
о @) 
ТАВ опять 0<#< 1. 

305. Устёхь равлоненя фунвци: въ рады по отрок Тэйлора и Мак- 
пореня дая значенй х, при которыхь эти ряды будуть еходящцеся, обу- 
словживается возможностю найти значения посяфдовательныхь производ- 
ныхь для того значеныя =, которому дается приращене въ строкВ Тэйлора, 
и для 7—0 въ строкВ Маклореня. Для многихь фунюий, для которыхь 
производныя связаны линейными уравнешями (г. е. первыхъ степеней 
относвтельно производныхь и самой функции), эти чаетныя значеня дяя 
2-—=0 получаются хегко для производной какого угодно порядка, тогда, 
какъ общую формулу для производной выстаго порядка при каколь бы 
то ни было х найти очень трудно. Приведемъь примёръ этому. Пусть 

у=8; (#) 
отсюда, дифференцируя, находимъ: 
й 1 
Ура’ (2) 
и, освобождая оть знаменателя: 


(Пару 1; (3) 


— зы — 


дифференцируя это уравнеше разъ, дна, вообще #—2' раза, получимь: 
(Ея лу’ 0, р 
Иду” 4зу’-3у=0, @) 


(аи увие-9-- (дб); 

полагая въ этихъ равенствахь (1)—(4} х==0 в обозначая соотафтетвен- 
ныя значены у и его производныхь той же буквой съ припискою 0 въ 
вид значка, мы будемь имфть: 


аи, Р-Н би девы; (6) 


и=0; и=В и= 
отсюда найдемъ: 


ре 


% 


(6) 


р — ии. @ 
Изъ послфдией формулы, полагая посляовательно #4, 5, я, найдемъ, 
что при #—2# 


М0, | 8) 
а при #==2#--1 
„а 
99-(—0 1) -2)...32.1; @) 
короче при 7 нечетномъ 
Е 
ре ит (10) 


Внося эти значешя у и сго производныхь для х=0 въ строку Макло- 
реня, булемъ ить: 

о ‚зи 

ати НН ЕН“ 

Этимь споеобомъ нельзя одмако получить остаточаый чаевъ. 

306. Опособь ‘неопребъленныхь коэффилиентовь. Еели извотно, 

что данная функшя можеть быть разложеша въ рядь по отрокЁ Макло- 

реня, то можно коэффящепты разложешя найти уо способу пеопредлен- 

ныхь кооффищентовь, хакъ мы покажемь на сафдующемь примёрь, 


(и) 


._ агез0 .. 
Функци й < можеть быть разложена въ рядь, сходянийся ддя <; 
— = 
итакъ ноложимъ: 
атези 
ау ани ® 
откуда 
этозныр-е У (ааа, ана" 4...) (2) 
дифференцируя это равенетво, будемь имёть: 
1 Е 


Ия ИА Наина" | 
И эа аа паья"-и..); 
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откуда, умножая на У1— 4%, получимъ: 
аа аа ана.) в 
О-ва" -...); 
раскрывая екобки и вравнивая коэффищевты объяхь частей этого равен- 
ства, будемь имть такой рядь травнен!:, 
1-2; 2208; За --За, ... пан ль(и-- анал, с, (5) 


откуда найдемъ: зеВ @ь=20, накь и 0,=0; и 


(6) 


что и требовалось найти. Остаточпаго члена, попятно, этимъ способом 
нельзя получить, а потому, повторяемъ, онъ употребляется только тогда, 
когда извфотно, что данная функтя разлагается въ сходяциЙся рядь по 
етепенямъ х, для его зпаченй, находящихся въ данпыхь предфлахъ, 


БОНЕЦЪ. 
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Зам ченныя погръшности: 


Строк Напозатьно: Довжно быть: 
81 мея первой 
4 близко близка 
#—# 9-Е 
8 =— + =-—5 + 
2 [всего (4)] [всего 4} 
5 а А 
1 — 
18 и" "ох 
т—1 (т 


23 п: п: 


